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1. Absolinitt. 

Integration einfacher Differentiale. 
Integrationsmetlioden. 

§ 1. Aufgabe der Integralreclinnng. Begriff des 
unbestimmten Integrals. 

Die Integralrechnung beschäftigt sich mit der Auf- 
gabe au einem gegebenen Difieiential die uisprunghche 
Punktion aufznauohen. lo diesem Sinn ist Bie als die 
TJmkehrung der Differentialrechnung aneu 

dy 
sehen. Beispielsweise ist der Quotient -^ = 4 x 

ofEeubar durch Differentiation nach s hervorgegangen aus 
y-=x*. 
Man nennt y = x' das Integral des Differentiala 
(Jy = 4x'dx und schreibt 

y =^ I 4 x'' dx = x*. 
Erklärung. Das Integral des Differentials 
dy = f (x) dx, "geschrieben 

y= Jf(x)dx = F(x) (1) 

und gelesen: „Integral f (x) dx" ist die Punktion, 
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10 Integration einfaiiher Differentiale. 

welche naoli x abgeleitet f (x) liefert. Dasselbe ist 
somit definiert durch 

Fügt man der Punktion i' (x) additiv eine beliebige 
Konstante C bei, so folgt aua 

y - J- f (X) dx + C = F (x) + 
durch Ableitung nach x 

dy _ d (F (X) + 0) _ „, . , 
dx dx ■• -*■ 

Die durch Integration aus f (s) dx unmittelbar 
hervorgegaogenö Funktion F (x) kann also um eine be- 
liebige Konstante vermehrt (oder vermindert) werden, 
ohne dass sie ihre Figenschaft als Integral von f (s) dx 
verliert. 

Erklärung. Man oennt deshalb 

y = ;f(x)dK+0 = F(x) + 
das unbestimmto Integral von f (x) ds und be- 
zeichnet C als lategrationskonatante. 

So heisst y ^ ax' + C das nnbostimmte Integral 
von 2 a X d X, da man stet« zu dem gleichen Differential 
gelangt, welchen Wert auch C erhalten mag. 

Satz. Daa Integral des Differentials 
f{x)dxiatbisauf eine Konstante C eindeutig 
bestimmt, welche vollständig willkürlich ge- 
wählt werden kann. 

§ 2. fieoraeti'ische Bedeutiiug: des nnhestimniten 
Integrals. 

Daa aua dy ^ 2 ax dx durch Integration hervor- 
gehende unbestimmte Integral 
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Geometrische Bedeutung des unbestimmten Integrals, 11 

stellt die um y = in der Richtung der y-Äse ver- 
schobene Parabel y =: as' dar und bei Tvillkürlichem C 
somit eine Schar von solchen, die sämtlich in den Schnitt- 
punkten mit einer Parallelen zur y-Axe gleiche Neigung 
gegen die x-Aso besitzen; denn diese ist bestimmt durch 
(Fig. 1) 




Somit gilt der 

Satz: Das uubestimmte Integral 
y = j- f (x) dx + = F (x) + C 
des Differentials dy = f (x) dx stellt ei 
Sohar von kongruenten ebenen Kurven dj 
die eczeugtwird, indem man die Hauptkur 
y = F(x)iB der Richtung der y-Axever schiel 



§ 3. Integration einfacher Integralformen. 

Um ein gegebenes Integral J" f (x) dx = F (s) zu 
bilden, hat man in den i'ormeln der Differentialrech- 
nung diejenige Funktion F (x) zu auoheu , für welche 
F'(x) -- f(x) ist. 

Indem, man die Formeln der einfachsten Diffe- 
rentiale 
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12 Integration einfaclior Differentiale, 

d F (x) = f (x) dx in F (x) - J f (x) dx 
umschreibt , erhält man die folgenden Integral formen, 
in denen der Kürze halber die Int egrutio na konstante C 
weggelassen ist. 

1. 



1. j-..d. „|,x. + . 


5. foo>,d._,i 


^•Jt-»- 


6. ;smxdx= — 


'•J-'-i^ 


'■J^ = '» 


i. ;e>: dx = e" 


s-Ja^- 


r dx 
'•Jl + x- '"'8' 


arc cot X 


'• J^-'"""- 


-„C0O.X 



g 4. Integration einer Summe oder Differenz. 

Nach § 17 der Differentialrechnung ist 
d (Au + B T) _ . du d 



(1) 



d (Au + B ,) _ (^A jj + B jjj dx. 

Hieraus folgt durch beiderseitige Integration 

Au±B,^J(A^±Bg)d,. ,., 

Setzen wir hierin 

u = J t (x) dx, V .. f 5P (X) dx, 



woraus sich ergiebt 

^'^ t / •. ^'^ / ■, 
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Integration einer Summe oder Diflereiiz, 13 

so geht die G-leicLung (2) über in 

AIf(s)ds±Bry(x)ds=nÄf{s)±Bg,(x)]dx, (3) 
womit gewonaen ist der 

Satz; Das Integral einer Summe, bezw. 
Differenz ist gleich der Summe beaw. Diffe- 
renz der Integrale der eioaeluen Glieder. 

Für B = o geht die Gleichung (3) über in 
A;f (s)dx = ; Af (s)dx: 

Satz: Konstante Paktoren dürfen vor das 
In tegrationszeichen gesetzt werden. 



1. ;(a, + a,x + a,x^+...+anX°)is = C + a„i+2a,i' 

+ -g ftj x'4- . ■ ■ + ^7r^aa xa+i. 

2. Aus 1 : 1 + x° — 1 — x^ + x' — x' + . . . folgt durch 
Integration 

Jds x^ ,5" x' , 

^^:^ = aretgx = x- 3-+^^--y+... 

und hieraus beispielsweise fiir x = 1 

3. J- (J^ C03 X + B sin x) dl — A sm s + B cos X + C. 

■'■]'("' + fx+?T^)'''-|-' + '''''- 

+ »ro sin x + 0. 

§ 6. Integration durch Substitatlon, 
Soli das Integral ermittelt werden 
S ' [f Ml äx, 
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14 Integration einfacher Differentiale. 

so ist es häufig zweckmässig, durch die Sulistitution 

eine neue Veräaderlicbe einauführen. i'olgt hieraus 
durch Auflösung aach x x = ^ (y), so ist dx = ip' (y) dy 
und geht das Integral über in 

! t (y) *■ (J) är - I" (y) + C. 

Setzt man nacli Ausführung desselben wieder 
5P (x) = y, so ergiebt sich als gesucbtes lutegral 
F[r{i)] + C. 

Erklärung, Maa nennt den hiedurch angezeigten 
"Weg aur Ermittlung eines Integrals „lutegration 
durch Substitution". Dieses Verfahren wird stets 
mit Vorteil angewendet, wenn unter dem Integralzeichen 
eine Funktion von einer Funktion auftritt. 

Die folgenden Beispiele werden die Fruchtbarkeit 
dieser Methode darthun. 

<i'Jv(ii+l5F<ii=-B-J'y 



..J.-d. = iJ,.d,. 



äy- 


Kf+O 




[. + bi: = y] 


k'^ 


[ks-y] 
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Integration durch Substitution. 
6.;>in(« + lji)<ii = — -loo. (a + bi) 
7.1-oo,(. + bx)di_|Bin(« + b,) 

J a^ + s" aj l + j= 

= l„.g,^l„otg(i) 

"■J ya'-i'^'J yr=f 

vdv i 



•J K-i"- 

.J"tgxdx = — ]ogcos 
■ X cot X d s ^ log sin X 

■J,5i;->«'b(I) 



[a + la-y] 



[i-.y] 



[%J-y] 



g 6. Integratton durch trigonometrisehe Substitution. 

Häufig ist es auch vorteilhaft, trigonometrisclie 
Funktionen durch Substitution einzuführen, wie die 
folgenden Beispiele zeigen. 

1. Setat Biau bs = a ein q>, woraua folgt 
bds ^^ a cos gi d^, ao geht Abs Integral über in 
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Iß Integration einfactet Differentiale. 
f ds r dx 1 c 

C dx 

2. Hat man zu mtegnerea I a _i_ 1.3 1 ' ^o ^< 

man aetzea bx^atggi, woraus folgt ds = t-^-j— 
Daa gegebene Integral geht alsdann über in 
abj ^^P^^^y^^arctg— . 

3. Um I Vi »— j-^ =-"°°^ zu ermitteln , setze 11 

J syb^x" — a' 

bx = ; q> — aro 00a ( t— , dann folgt bieraus 

00s y "^ yb y "^ 

dx == i ^ dm und gebt das Integral über in 

b cosy ■c b & 







9' 


. Teilweise lategraUoi 


1. 


folgt 


^"T- 

„=;. 


"°E + 'di 


id somit 




Jf 


■eJ 


.=_J(,-)a 


--! 



(1) 

; u dv = UV — ; V du J 

Erklärung, Man nennt die durch (1) angezeigte 
Integration die Methode der „teilweiaen oder 
partiellen Integration". 
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Teilweise Integration, 17 

Das folgende Beispiel wird dieaellie erläutern. 

1. Um J' X sinx dx zu bilden, setze man x =^ u, 
sinx dx ^ dy, woraus folgt dx =^ du, — cos x = v, ao 
geht das Integral über in 

;xainxdx = — xcosx+;cos5ds = — xcoas+sinx+0. 

2. ; Is dx = X Is — J X d Ix = X k — X. 



3.1x1 


.a.4Ju 


-r(k--i) 


-J" 


a.d.= ij. 


^(•')-i(— 5) 


./. 


c sin X dx = X a 


"•<"x J,,i_,. 

= X arc ainx + (/i _ x' 


6. f»r 


e cos X dx - X a 


rcoai-yr^^- 


7. Jap 


ctgsdx-xar 


tgx- jl(l + l') 


8. Jur 


cot X dx = X a 


rocolx+ J-I(l + i') 


-!' 


arc sin x dx geht mit du = x dx, a = -^ ; 






'--"— Ft^^ 


!^^., 


"'"^■' 


---iJvT^F- 


Junker 


HBhere Aiialyala. 


II. 2 
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18 Integration einfaeher Differentiale. 

Das letzte Integral kann auf die gleiche Weise 
weiterbehandelt worden. Setzt man. du = — "Ti-"™- -i' 

yi ~ x' 

also u = yir^T' und v = x, so folgt 

1 /* x' dx 1 ,— — , 11^ , 

-■^■JyT=Pdx=.^-^Jl^j^,dK 

-— 2arosins+ 2J j?^;^! somit ist 
_1 r^ld^_l .-— ^ i^aroBinx+1 f— — 

1 r ^'<J^ 1 ,r, -, 1 - ,1 

J X aro sin x dx = j (2x° — 1) arc sin x + ^ x ('l — x'. 

§ S. Integration durch allmälilidie Keduktion, 

1. Die teilweise Integration liefert häufig das Mittel, 
Integrale gewisser Punktionen auf einfachere derselben 
Art zurückzuführen und dieselben durch eine Art von 
ßeihenent Wicklung au ermitteln. 

Beispielsweise erhält man 
Jj — J sin' ipdrp — — J sin (f d cos q5 

= — sin 9) cos qr, + J cos' ^ dy = — sm ?> coa y 

+ J(l-sinV)d5> 

sin y cos y + 9 — J,. 

Hieraus folgt 

2 Jj = — ain y coa j> + 95 

Ji = 2 (y — sin ^ cos f). 
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Integration durcli allmähliche Reduktion.. 



19 



Erklärung. Mau nennt diese Art der Ermittlung 
eines Integrals „Integration durch allmähliche 
Eednktion." 

2. Die Keduktionsformelu für 

Jk = X sin'' ip dj) und J_x ~ ^ a\a~^ q> if, 
v/o k >o ist. 

Mit Hilfe der teilweiaen Integration erhalten wir 
li-i S-i 

'I ii = X siß y sin 9 dy = — r sin f d cos y 
k-i k-a 

== — coaysin <p +(k— l)Jsin7) cos'yd^J 

= ~cos9.sin T +(k~l)[Ji,_a — Jk]. 
Hieraus folgt die Eeduktionsformel 

k-l 

kJii = — cosT^sin y + (k— l).Tii_2 oder 

^ 1 . "-'k-l 

•ik^—^eosqt sm <p +-^— .T|j_g 

Für k = n, n— 2, n— 4, . . . erhält mai 
, 1 ■ ""^ n— 1 r 

j 1 ■ "-^ , n— 3 r 

Jn-* = -icos,sin'^'+^5.T„. 



d für ein gerades 


n als letzte Gfleichung 


..^-1-™.. 


.>+!-.. 


n— 1 n- 


.,=-!..,„ 


- »■+!-,., 


n-1 n 


ZW. für ein unger 


.de. n 




Je="— 5 oosysi 


.: + P. 


n— 1 n- 


T 1 


1 2 


n— 1 n- 


Js = — g-cosysi 
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20 Intpgr^ticn ^mtulur Differentiale, 

Weiden ibeae Gluichungpn mit den angeschriebenen 
Paktoren durohmultiphzieit und addiert, so ergeben sich 
ibe allgemeinen Bndformeln 



' 'T -;r-,;~9«' 



-i-l^-eT""''"'' 




-„-■S-rrl*°--"»'-") 


(2) 


ß) für ein ungerades n 




ü , n-l , n__l 11-3 




1 n— 1 11—3 . "-& 




1 a— 1 8 6 




~^S-1-l4t--(^->+^)i- 


(3) 


Setzt man in der Fonnel (1) k— 2 = — i. k = — i 


+ 2 


und ersetzt man nacliträglioli wieder i durch k, s( 


1 ei-- 


giebt sich die Eeduktionaformel 




k— Isin y k— 1 


(*) 


wo k als positiv vorausgesetzt ist. 





Auf ähnliche Weiae wie 
hiefiir die beiden Endforraeln 
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Integration durob allmähliche Reduktion. 

S) für ein gerades n : 

>• A^ _ 1 c o3y 1 n— 2 cos? 

.! sinl n — lBin"m n— 1 n— 3 sin 9 



n— In— 3 5 SsiitV 

~ n— 1 ' n— 3 " 3"' 1 sinq) 
e) für ein ungerades a: 

Jdf 1 cos f 1 n — 2 

siar n— 1 3inV „—1 n— 3 

1 n—a 5 ooay 
11—1 ' u— 3 "4 *3inV 

Q— In— 3**4 2L 
3. Mit Hilfe der Formel für die partielle Integration 
erhalten wir ebenso die Eeduktions formal 

; xli e'' dx = xH e" — k I x^-i e^^ dx (7) 
und wenn wir dieselbe wiederholt auf die Integrale 
j-ji,_lgsd^^ fxii-'äet dx, ... anwenden, Bohliesslioh die 
Endforniel 
/si'e'dx-x'^e'^— kx><-ie^+k(k— Ijxii-ae" (8) 

4- Ist t von 1 verschieden , so gilt ebenso die 
Eek Ursionsformel 

f es dx e^ , 1 f eJ: dx 

welcher die Endformel entspricht 



»+»ef (6) 



] 



!~ 
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22 Integration einfacher Differentiale. 

Ö. Äehnliclie Eekuraionsformeln ergeben sich mit 

Hilfe der teilweisen Integration auch für die folgenden. 

Integrale : 

/süainxdx^ — xltoosx+kj'x''-"cosxds {11, 

J'x'=cogxdx = x''ains — k/xi'-isiiixdx (12) 

Jx-l=amxax = -^g-^,--j+^^J --5-_— (13) 

;x-Kcos.dx=-^^P^^j^f^^ (14) 

för welohe sich eDtsprechende Endfor nel 1 Iden la Ben 

% 9. Integration dni-cb nn ndlich Keilieu 

Lässt sich ein Integral Ji(x) ix mo! t n en 11 her 
Form darstellen , bo ist es 1 aufig EWecl ma s g 1 e 
Funktion f(x) mit Hilfe des Ma lau n sehe Satzea 
oder auf irgend eine andere Weise n e ne acl Potenaen 
von X fortschreitende Eeihe zu entwickeln und diese zu 
integrieren. 

Erhalt man nach Maolaurin die Eeihe 

f(x)-a„ + a.x+a,x^+--, (1) 

welohe innerhalb eines gewissen Gehiets konvergent sei, 
dann ergieht sich hieraus durch Integration die weitere 
Eeihe 

;f(x)dx = C + a„x+a,2+--, (2) 

welche in demselben G-ehiet konvergent ist. 



••/•^'--J'{i+'+^+"'+-^ 
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Hilfssätze aus der Algebra. 22 

= C + lx-j 2T+i 4!~6 6! + 
Anmerkung. Die vorstehenden Potenzreihei 
liefern das Mittel, neue tranaoendente Funktionen, wif 



r-^-r- 



, für specielle "Werte i 



II. Absclinitt. 

Integration rationaler Differentiale. 

§ 10. Hilfssätze ans der Algebra. 

1. Die rationaleu Funktionen einer Veränderlichen x 
zerfallen in ganze und gebrochene, Vorgl, DifFerentiid- 
reolraung § 2. 

Alle ganzen algebraisülien rationalen Funktionen 
sind von der Form 



und können da he 



x + a,x= + ..- + anX" 
nach 8 4 unmittel hur 



Jede gebrochene rationale Funktion kai 
Bruch zurückgeführt werden 

fW^ b„ + b.x + ... + h^xm 
F(x) a„ + a,xH hanx" ' 



< 



Für m 5 n 1 
r m < n dageg 



t aie Punktion (2) 
:in echter Bruch. 
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24 Integration rationaler Differentiale. 

Für den oraten Fall gilt der 

Satz: Jeder unechte Brucli kann in eine 
ganze Zahl und einen echten Brucsh überge- 
führt werden. 

Man beweist dies am einfachsten anf dem Weg der 
gewöhnlichen Division. So ist beispielsweiae 

x' — ax + 2 ''^''^x^ — 3x + 2 

2. Satz. Jede algebraische Gleichung n^en 
Grads 

f(x) = a„ + a.x + a,x=H hanx"=0 

hat mindestens eine {reelle oder imaginäre) "Wurzel 
x = a, für welche also f(a} = ist. 

Erhält man bei der Division von x— a in f(x) die 
Funktion <p(s.) als Quotienten und E als Eest, so gilt 
die Gleichung 

f(x) = (x-a)y(x)+E. 

Da nun fürs-=a f(a) = Oist, so folgt hieraus E=0. 
Es ist somit f(x)^(x — a)ip{s.), üieraus schliesat man, 
dasB aucsh die Gleichung q[i (x) = 0, welche vom (n — 1)*«" 
Grad in x ist, mindestens eine Wurzel s^b hesitat. 
Ea ist somit q> (s) = {s — b) i^ (x), wo ip (x) vom {n ~ 2)*^" 
Grad in x ist u.s.w. Daher gilt allgemein der 

Satz: Jede algebraische Gleichung nt^n 
Grads hat n reelle oder imaginäre Wurzeln. 

Sind dieselben &^, a^, ,.., an, so lasst sich f(x) auf 
die Form bringen : 

f(x) = a„(x^a.)(x-a,)-..(x-.n). 

Satz. Jede algebraische Funktion nte" 
Grads läsat sich als Produkt von n- Linear- 
faktoren darstellen. 



y Google 



Hllfssätzc ans dar Algebra, 25 

Werden mehrere "Wurzeln von f(x)=^0 einander 
gleich , treten z. B. die Wurzeln a, a, a^ . . ., hezw. ^-, 
fi-, V-, . . . fach auf, ao ist 

f(,) = .n(i-,,)-!(i-.,).»(!;-..)».., 
WO ^-|-ft-|-j'-| = n ist. 

3. Ist a eine positive oder negative ganze 2ahl, 
also a' jedenfalls positiv, so kann die Gleichung 
x° = — a* durch keinen positiven oder negativen reellen 
Wert von x befriedigt werden. Zieht man beiderseits 
die Quadratwurzel aus, so ergeben sich als Lösungen 
die beiden Werte 

Erklärung. Die ao entstandenen 2ahleu beisaen 
imaginär. Man bezeichnet die Quadratwurzel aus — 1 
allgemein mit dem Buchstaben i und nennt + 1^ — l =^ + i 
die positive, bezw. negative imaginäre Einheit. 

Hierausfolgt i = /—l, i' = — 1, 1^ = —!, i*=+l, ... 

Erklärung. Setzt sich eine Zahl wie a + ib aus 
einem reellen Bestandteil a und einem imaginären Be- 
standteil ih zusammen, wo a und b reell sind, so heiast 
eine solche eine komplexe Zahl. 

Erklärung. Die beiden imaginären Zahlen a-|-ib 
und a — ib, die sich nur in dem Vorzeichen des ima- 
ginären Bestandteils unterscheiden, heissen konjugiert 
komplex oder kurz konjugiert. 

Für dieselben gilt der 

Satz! Das Produkt zweier konjugiert 
komplexen Zahlen ist eine reelle Zahl 
(a + ih)Ca-ib)-a'+b=. 

Für die ßechuung mit komplexen Zahlen ergeben 
sich folgende Regeln : 
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26 Integvation vationalcr Differentiale. 

(A + iB) + (C + iD) = (A + C) + i(B + D) "j 
uad ebenso [ 

(A-iB) + (G-iD)-CA+0)-i(B + D)| 
Beachtet man bei der Multipükatioa and Diviaioa, 
dasB i'^ — 1 ist, so erhalten wir weiter 

{A + iB)(C+iD) = {A,C— BÜ) + i(AD+'BC)l 

(A— iB)(C — iD)-(AC — BD) — i(ÄD + BC)/ 

A + iB__ AC + BD . BC- AD) 

C + iD ~ C'+D' '^^ C' + D' I 

A— iB^_AC + BD .BC — ÄD( 

Aus diesen Formeln folgen die 

Sätze: Die Summe, Differenz, dasProdukt 
und der Quotient zweier komplexen Zahlen 
ist wieder eine komplexe Zahl. 

Ersetzt man hiebei die beiden gegebenen 
Zahlen dnroh ihre konjugierten, sogelitauch 
das EesuUat dieser Operation in den kon- 
jugierten Wert über. 

Setat man eine komplexe Zahl, z. B. Ä+iB = 0, 
so folgt hieraus — A =iB oder A' = — B" oder A'+B'=0. 
Da aber der Annahme gemäss A und B reell sind, so 
kann diese Gleichung nur bestehen, wenn sowohl A als 
auch B verschwindet, 

Satz: Eine komplexe Zahl ist uur dann 
gleich Null, wenn sowohl der reelle wie der 
imaginäre Bestandteil derselben verschwindet. 

Enthält die algebraiaelie Gleichung mit reellen 
Koeffizienten f(x)-=0 die Wurzel x = A+iB, d. h. ist 
f(A + iB)^0, so wird dieselbe auch durch deu kon- 
jugierten "Wert derselben A — iE befriedigt, d. h. es 
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Dist, (1) 



Integration echt gebroclioner rationaler Funktionen. 27 

ist auuh f[A — iB)=0, wie man sofort erkennt, wenn 
man diese Funktionen nauh dem Lehrsatz von Taylor 
nach Potenzen von i entwickelt. 

Satz: Hat eine algebraische Gleichung 
mit reellen Koeffizienten eine imaginäre 
Wurzel Ä + iB, so ist notwendig auch der 
konjugierte Wert A — iE der letzteren eine 
Wurzel derselben Gleichung. 

g 11. Integration echt gebrochener rationaler Funktionen, 
Fiirtialbruchzerlegung. 

TTm die echt gebrochene rationale Punktion 
fW ^ b,+b.x+b,x'+. ■+bm x"^ ^^^ 

F(x) a„ + a,x + a^x'H hansu'''™ 

zu integrieren, zerlege man nach dem vorigen Para- 
graphen den Nenner F (s) in seine n-Linearfaktoren 

FW-(i-i.)(x-b)(i-o)...(i-n); 
die zunächst sämtlich verschieden sein sollen, und suche 
hierauf den Bruch in n-Einzelbr üche oder Partial- 
b r ii c h e mit den Nennern s — a, x — h, x — c, . . ,, x — n 
darzustellen. Bezeichnet man die Zähler dieser Brüche 
mit A, B, C, . . ., N, so kann man setzen 

F(k) X — a^x-b^x-c^ ^x-n' ^■'> 
wo die Brüche rechts sofort integriert werden können. 
Man erhält 

'j,'^'-Al(jt-a) + Bl(j-b)+.-. + Kl(x-ii)(3) 
Hiebei ist zu bemerken, dass an Stelle von l(x — a) 
auch l(a- — s) gesetzt werden darf, denn es ist 
l(x-,)-l(,-x) + l(-l), 



J 
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28 Integration rationaler Differentiale. 

wo 1( — 1) als Teil der Int^rationskonstanten angesehea 
werden kanu. 

Multipliziert man die Gleichung (2) mit dem Nenner 
P(x);=(x — a){s — b) ■ (x — n) durch, ao nimmt die- 
selbe die Gestalt an 

tW-A{x-b)(i-c).-{z-„) (4) 

+B(i^.)(s-c)^-(x-n) + ... 
+N(i-.)(x-l) ..(i-m), 
weiche zu erkennen giebt, dass für K = a, x^=b, ■ ■■,s.^=ii 
säinilicbe Glieder der rechten Seite mit Ausnahme des 
ersten, zweiten, . . ., n'^" verschwinden. Setzt man daher 
der Reihe nach x = a, s = b, -■, x^^n so erhält man 
die 2äbler A, B, , . ., N unmittelbar in der Form 



f(.) 




(.-b)(.-c).. 

f(l,) 


(>-») 


(l,_,)(b-o). 
f(n) 


.(b-n) 


(■!-«) («-!>)■ 


(n-m) 



Anmerkiing. Da die Gleicbung (4) eine iden- 
tische ist, so müssen die Koeffizienten gleichlioher 
Potenzen von x auf beiden Seiten einander gleich sein. 
Auf diesem Wege ergeben sich nlineare Gleichungen, 
aus denen sich die Zähler Ä, B, ..,, IS ebenfalla er- 
mitteln lassen. 



1. Es s 



. Ini 



iel, 
L bildet 



r f (x) _ r Ss'^iox - 

Jj'{x)-j x=-x'-4£ 



-lOs + 4 , 
— j— rdx. 
x+4 

r Henner die Linearfaktoren x — 1, x — 
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Partialbrucheerlegting. 



s + 2 euthält und dalier a=l 
eihült man 

t(l) — 3, t(2)-- 
nnd daher nach (5) 

m 

(l-2){l + 2j 


, 1, = 2, c = — 2 ist, 
4, f(-2) = 35 

— 4 

36 o 


{2-l)(2 + 2) 


(_2_1)(_2- 
Es ist somit 

f(i) 1 


■2) 12 "■ 

-2+X + 2 


(x-l)(x + 2) 
x-2 
2. Das Integral zu bilden 

r!<n f. j' 


-2) + 3 1(x+2) + C 

-+c. 

:±#-„.dx. 



Der Nenner entliält die Linearfaktoren x ^ — 4, s — 1, 
1 + 3, daher kann man setzen 

2X+34 _ ^^4__^_L _*^_ 

x^ — 2x' ~ 11 x+ 12 ~ X — 4 "^ x— 1 + X + 3' 
Hieraus folgt 
2x + 34-ä(x-1)(k+3) + B(x-4)(x + 3) 
+ C(x-4)(x-l) 

2x + 34 = x^(A + B + C)+x(2A— B — 5C) 
— 3A — 12B + 4C. 
Zur Bestimmung der Zähler erhält man also die 
GleichungeB 
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30 Integration rationaler Differentiale. 

A+B+C=0, 2Ä— B— 5C=2,— 3Ä— 12B+4C — 34, 
welche aufgelöst geben 

A = 2, B = — 3, 0=1. 
Daher ist 

= 21{x-4)-31(x-l)+l(x+3) + C. 
2. Die Zähler Ä, B, C, . . ., N der Partialbrache (2) 
laBsen sich auch mittelst Di£Ferentialreohtnmg leicht be- 



Ist ii eine Wurzel der Gleichung i'(x)=0, so eat 
hält F(x) den .Faktor x — a und kann somit auf dio 
Form gebracht werden 

Um nun aus dem gesamten Bruch (1) einen Partial- 
bruch mit konstantem Zähler und dem Senner x — a 
abzusondern, setze man 

f(x)-A(p(x) + (x-.)*(x). 
Hieraus folgt für s = i.l 

f(.)_A5pW nnd A_^. 

Die Berechnung von y{a) lässt sich umgehen, denn 
aus P (x) = (x — a) 5p (x) folgt durch Ableitung 
F-(x) = ,,(x) + (x -.)»■(,) 



y(a) = F'(a), d. h. es ist A = 



f(j) 

F>(.T 



Sind also a, 1), o, ..., n die Wurzeln von F(s) 
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Partialbruchzei'leguJig. 31 

^ -¥'{.)• "-i^Xhy^ F'(c) -^ F'Cn) 

Der Ausdruck (1) erhält somit allgemein die Zer- 
legung in Parti albrüche , 

FH (x-a)r-(»)^(i=-b)F'(b)^ 

deren Integration auf Logarithmen führt. 

Multipliziert man die Gleichung (6) mit F (s) durch, 
so erhält man die ,In t er pola tion sformel von 
Lagrange " 

'm (x-a)F'(«)"^(i-b)P(l') 

+ (.-■ .)F'W ^ l" 

welche dazu dient, eine den Grad n nicht erreichende 
rationale Funktion f(x) zu bestimmen, welche für die 
n Zahlenwerte a, h, c, . , ,, n der Veränderlichen x die 
Werte f (a), f (b), f (c), .. ., f (n) annimmt. 
Beispiel. 
Es sei der Ausdruck zu integrieren 
f(x) _ — 4x' — 16X+38 
F(s)~x^ — 3s' — 6x + 8' 
Durch Auflösung der Gleichung F(x) = erhält 
man die "Wurzeln — 2, 4, 1. Daher kann man setzen 
f(x) _ A B C 

F(k) x + 2'^x — 4'^x— r 
Zur Bestimmung der Zähler A, B, C bilde man 
nun F'(x) = 3x' — 6x— G, diinn ist F'(— 2) = 18, 
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32 Integration rationaler Differeiitjale. 

F'{4) = 18, P'(l) = — 9; f(— 2) = 5i, f{4)=— 90, 
f(l):=18 und somit 

^ 18 ^' ^ 18 ^' '^ -9 ^■ 

Daher ergiebt sich die Partialbruohaerleguiig 

f(x)__ _3 ^5_ _ _2_ 

FCxj^x+S x-4 x-1 
und als Integral der Ausdruck 

-'(x-4)-(.-l)-+''- 

3. Treten im Nenner imaginäre "Wurael Faktoren 
auf, so kann mau die Zerlegung ia Partialbrüche in 
derselben Weise YOrnehmen wie oben. 

Hat man zu der "Wurzel a + ib der Grieiohung 
P(s)=0 oder zu dem Faktor (x— a— ib) Ton F(x) als 
Nenner eines Partialbruchea den Zähler 

P'[a+ib) 

erhalten, so erhält man nach § 9, 3 zu der konjugierten 
"Wurzel a — ib oder au dem konjugierten "Wurzel faktor 
X — a + ib von F(x) notwendig den Zähler 

und alsdann durch "\'^ereinigung der beiden konjugierten 
Partialhrüche 

P + il , p — ig 2p(x — a) — 2bq 

X — a — ib + x-a + ib~ (x-af + b^ ' '•"^' 

Die Integration liefert alsdann 



!-=p + iq (8) 
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Partialbrnch Zerlegung. 33 

-pl{(i-»)" + b'}-2qm-otg— g-? ■ 
Dieses Resultat kann angeschrieben werden, sobald 
p-|-iq bekannt iat. 

Satz; Eiitliält deriTenner imaginäre Linear- 
faktoren a + ib und a — ib, so bestimmen sich 
die Zähler der betreff enden P artialbrüche 
nach (8) und (9), und können alsdann die be- 
treffenden Partialhrüche unmittelbar nach 
(11) angeschrieben werden. 
Beispiel. 
r dx 
1. Das Integral | —^ — v ist durch Partialbruch- 

zerlegung auszuwerten. 

Der Nenner x' — 1 zerfäUt in die Linearfaktoren 

>-i; — {—f + }«-}, ^-{-j-jm 

Daher ergiebt sich die Fartialbruchzerlegung 



Nnn »t 


t(x) = l 


,P(X) = 


x=-l, 


P'(x)^ 


.3!", d.hi,r 


3' 






















-U 


1 


1 M- 

1 


1 


,.)■ 



JnnliBr Höhere Anal ysis. IL 
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34 Integration rationaler Differentiale, 

somit ist nach der obigen Bezoiehnung 



dalier ergiebt aicli als gesuchtes Integral 



/?^i4u^-)- '■■ 



n 



g 12. Partlnlbrnchzerle^niig bei mehrfacl» vorkommen- 
den Wurüelfaktoren im Nenner. 
a) Lehrsatz: EBthält der 5>fenner F(x) den 
Faktor x~ü k-fach, so lässt sich der Bruch 

-^^^ in ,^ei Teile von folgender Form zor- 

wo A eineKonstante und f, (x) eine rationale 
Punktion von x ist, deren Grad kleiner als 
der von f(x) ist. 

Bringt man die rechte Seite der Gleichung (1) auf 
gleiche Benennung , so folgt durch Vergleichung der 
beiderseitigen Zähler 

fW-A„rW+(i-.)f,W. (2) 

Hieraus folgt, dasa, wenn f(x) vom Grad m ist, 
f, (x) nicht höher als vom Grad m — 1 äein kann und 
weiter für x^a 

t(.)-Ai,,(.) oder Au-^-^j, 
womit Ä bestimmt ist. 

Setzt man den "Wert von A io (2) ein und lost nach 
f, (s) auf, so ergiebt sich hiefiir der Ausdruck 
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Partialb rucbzerlegung. 35 

f(x)T(.)-tM y(x) 
'■^»' (i-a)?W ' 

deasea Zähler durcli x — a teilbar ist, welche Werte die 
Fuoktioneii f und y auch annehmen mögen. 

Wie sieh aus üVy der Partialhmch ,- _ , £ ab- 

Bcheiden läsat, so kann auuh. das zweite Glied auf der 
rechten Seite der öleichung (1) weiter zerlegt werden : 

fiW Aj,_^ , f.W 

(«-.)»-■:, W (1 - .)« '1 +(i - a)" » (X) ■ 

Man findet 

f,(i)-Ai_,»M + (x-a)f,(x) 

i'ährt man so fort, so gelangt man zn folgender 
Darstellung des Bruches (1) 

T"W (x-.)«+(x-.)>-'+(x-a)i-> + -- 

und eriiält den 

Satü: Enthält die echt gebrochene Funktion 
ITT^y den JPaktor (x — a) k-fach im Nenner, so 
läsat sich dieselbe iu der Form (3) in Partial- 
brüche iierlege». 

ß) Berechnung der Zähler Ät, At_i, ..., A,. 

Hat man auf irgend welchem Weg gefunden, dass 



und hieraus Ait_i — ' . , u, s 
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'(6 Integi ^tion rationaler Differentiale. 

der Faktor ^; — a kii(,h im Nenner enthalten 
dieser diso luf die Form gebracht werden kann 

l?(x) = (x-.)V(x), 
so schieibc min die Zeilegung (3) an, dann er| 
ach hieiaua, indem man die Glieder rechts auf gli 
Benennung hnngt und die h eider seitigen Zähler 
cmandei voiglpicht 

fW-J'W{Ak + (i-«)A«-i + (»-»)'A«-> + 

Setzt man hierin 
]i(i) = Ak+(.-»)An + (x~.)-Ai^, + ... 

BO folgt hieraaa dnrch Anleitung 

li' M - l.Ak-i+2(i-a)Ai,_«+3(i^a)"At_s+- ■ 
li"(x)-2!Ai^, + 3.2(it-«)Ak_s 

+4.3(x-.)'Ak_, + -. 
li"'(i)-3!A,^,+4.3.2(x^a)Ak_,+ -- 



und liierauB fflr x = a 

iL (a) = Ak, h' (a) = 1 ! Ak-i, h" (a) = 2 ! Ak_2, ■ ■ (6) 
Der Zähler dea Bruches (1) nimmt alsdann mit 

seinen Ableitungen die Gestalt an 

I W = !p(x)h(i)+(x-a)K»(i.) 1 



f(.) = /Wh(x)+j(x)h'Cx) + . 
t'(i)=,."(x)h(i)+2)P'(x)h'(i)+!p(i)h'{x) + - 



(7) 



,s für x=^a mit Berücksichtigung der Gleichungei 
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rai'Halbruchzerlegung. 
t(.) =Ai,,(a) 
t'(a) =Ajj'(«)+(j)l!A^,<,(a) 

f(.)-Aky"(«)+(f)l!Au_,f(«) 
t"'(.)-AuiP"'(.) + (?)l!A„_,»"(.) 

(1.-1) (k-1) /k-n (k-2) 

f(.) -A|,» (a) +\ 1 AlAij^ (a) +- 

+(t;)(l=-l)iA..(.), ^ 
woraus man die Zähler A berechnen kann. 
Beiapiel: 
1. Es sei zu integrieren 

£W -4i'+3; _ A, AB 

FW (i-l)'(i + 2) (x-l)"+x- 1+1 + 2' 
Bringt man die Brüche rechta auf gleiche Be- 
nennung, 80 folgt durch Yergleiclien der beiderseitigen 
Zähler 

a)-4x'+3x = A,(x+2) + A,(x-l)(x+2)H-B(s-l)' 
und hieraus durch. Ableitung 
b)_8s+3 =A, + A,(2x + l) + 2B(x-l). 

Setzt man in a) x = — 2, so folgt B = ~-|-- 
Setzt man in a) und b} x=^l, se erbält man Kur 
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3g Iiitegiiition rationaler Differentiale. 

Bestimmung von Ag und Ä^ die Gleiciungen; 
-1-3A,, 

— 5 = A, + 3A„ woram folgt A, - — i A, =— J^- 

Man erhält somit als Integral den Ausdruck 
/• f(x) _ 1 C dx_ 14' r ds 22 p_dx_ 






10 

Ma,n. erhält unmittelbar die Partialbniolizerlegung 

(x^-l)- l + (x-_l)- l+(x_l)-+,_l 

+ (x+l)'^x+l 
Hieraus folgt 
2x--l-A,(x + l)' + A,(x~l)(i + l)' + B,(x-l)' 
+ B,(x + l)(x-l)' 
und hieraus durch Äbleituag: 

4x = 2A,(x+l) + A,{(x+l)' + 2(x-l)(x+I)} 
+ 2B,(x-l)+B,{(x-l)' + 2{i-l)(i+l)} 
Setzt man in diesen Gleichungen zunächst x^l, 
dEinn x= — 1, so folgt 

1 = 4A3 1 = 4£, 

und hieraus 

A.-1 A,-,|. B._i B,=-4- 
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Irrationale Fnnkt.ioncn- 




III. Abschnitt. 
Integration irrationaler Differentiale. 
§ 13. Die Irrationalität liesteht nur in gebrochenen 
Exponenten TOn x oder In der n'«" Wurzel aus einer 
linearen FunKlion von x. 
Erklärung. Das Differential f (s) ds heisst 
irrational, wenn in der Funktion f(x) die Veränder- 
liche X auch unter einem oder mehreren "Wurzelzeichen 
auftritt. 

Im folgenden sollen nur die l'älle besprochen 
werden, in denen sich die irrationalen DifEerentiale 
durch Äenderung der Veränderlichen in rationale Diffe- 
rentiale verwandeln lassen. 

a) Enthält die Funldion f(x) nur ganze und ge- 
brochene Exponenten von x , deren kleinstes gemein- 
schaftliches Vielfache k sei, so setze man 

x = t\ dx^kti'-idt, 
dann wird 

f(x)dx = kf(tli)t''-idt (1) 

ein rationales Differential und kann daher nach den 
Methoden des vorigen Abschnitts integriert werden. 
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40 Integration irrationalei' Differentiale. 

1, I ~^r"i=' Man setze x^t^, dx=2td.t, ilann geht 
das gegebene Integral über in 

Ebenso erhält man mit x = t" 

3 1 -3 ■ Man setze x=^t', so folgt dx = 6t^dt 

T_ -6 =8 !t-l + äl 

•^ /i'+i'x -'i'+t' •'t+1 •> ^ t+r 
=6{|-'+i(t+i)} 

b) Ist das au ermitteliiAe Integral von der Form 

j=m^,j)'^, (2) 

wo y = l/iTT s" "^'^ ^*^ "Wurzel aua einer linearen 
Funktion von x ist, so setze man 
a + wx 

dann folgt hieraus durch Differentiation 
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Iirationale Funktiojien. 41 

wodurch das Integral (2) üliorgeht in ^gj 

J-.(t(i,,)d.=B(.b-„.)If{^i;;=i,y|Ji:iy,dy, 

das eine rationale Funktion Yon y allein darstellt und 
nach dem vorigen Abschnitt zu berechnen ist, 

Satz: Enthält das Integral (2) keine andere 
Irrationalität als die n«e Wurzel aus einer 
linearen Funktion von x, so geht dasselbe 
durch die Substitution (3) und (4) in das 
Integral einer rationalen Funktion von der 
Form (5) über. 

Beispiele. 



C sdx 




3.;i'«Tbrdx 


-ii'K^i^? 


ijülia—xdi 


=-^iW^i(^-z^K3^+u) 


^jm- 




7.f(b + i)l'.-x 


Jx _|y(._x)--| (. + b)y(I=x)' 


«■J.-yfe 


= l""'«l/¥- 



§ 14. Ausdrnck zweiten Grads nuter einer 
Qnadratwnrzel. 

1, Enthält das zu integrierende Differential neben 
rationalen Ausdrücken von x keine andwe Irrati onalitüt 



y Google 



42 Integration irrationaler Differentiale, 

als die Quadratwurzel aus einer ganzen Funktion zweiten 
Grads in x, ist dasselbe also von der Form 
f (x, y) ds, wo y = ya + 2bx +^? 
und a, b, c reelle Konstanten sind, von denen e nictt 
verschwinden aoll, so gilt auch hier der 

Satz: Ist f(x,y) eine rationale Funktion 
von X und y, wo y-ya + 2bx + cx^ ist, so lässt 
sich das irrationale Differential 

durch Einfötrnng einer neuen Veränder- 
lichen stets auf ein rationales Differential 
zurückfahren und daher nach den Methoden 
des vorigen Abschnitts integrieren. 

"Wie eine kurze Ueberlegung ergiebt , kann die 
Funktion f(x,y) stets auf die Form gebracht werden 

wo P (x), ? (x), V (x) rationale Funktionen der Veränder- 
lichen X sind. 

Der erste Teil rechts kann als rationale Funktion 
von X nach den Methoden des vorigen Abschnitts un- 
mittelbar integriert werden. 

Entwickelt man alsdann im zweiten Teil der 
(p(x) 
Gleichung (1) den Bmcli ~-^ nach dor Methode der 

gebrochenen rationalen Funktionen , so erkennt man, 
dass derselbe nur Glieder von. dor Form enthalten kann 
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Ausdiuck aweiten Grads \inter einer Quadratwurzel. 43 

Die Integrale dieser IVnktionen aber können mit 
Hufe zweier ßeduktioiisformeln auf das Integral 

i-^--^-..---, — -g zurückgeführt werden. Um 
dies zu zeigen, leiten wir den Ausdruck x y nach x ab 

d(xy) _(u-l)x°y'dx+ x''~\b + cx)ds, 
dx y 

dann ergiebi sich hieraus nach kurzer Umformung und 
Integration die ßedukt Jonsformel : 



Jf-A 


^^-ei(-- 


^»Jt^^^ 


~c"tt 


(n-l)lf^d. 


(3) 


welclio für jeden gan?.zahligen Wert ^ 


ron n ^ Gültig- 


keit hat. 






Durch fortgesetzte Anwendung 


dieser Formel für 


n = n, n — l,n— 2, 


■-■,3, 2, 1 gelau, 


gt mau schlieaalicb 


zu dem integral 






Jf 


p dx 

j ra + 2bK + , 


;?- (*' 


Die von den V: 


irtiaibrüchen aus 


—^ herrührenden 


Glieder der Fanktit 


)u {1) sind vüu d 

r dx 


er Form 




J (x-k)-j' 




woTO = m, m — 1, ,. 


,,3,2, 1 sein kann 


. Setzen wir hierin 


ii-k = Z,X-k + Z^ 


, 80 wird dx = dB unda + SbK+cx' 


= .+2b(k + , 


+ c(k + zr 




-»+2bk + o 


k= + 2(h + k)z + 


cz= 


-.' + 2b'2 + , 


iz', 
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44 Integration iri'iitioiiaier Differniitiale, 

somit gekt das obige Integral über in. 

f dx 

d. ii. in. ein solches von derPoim | — „ — 
J x'"y 

Da die Formel (3) iui alle möglichen Weiff von n, 

alao anch für negative, gulüg aein mus«, so können wn 

n^2 = — m setaen. Alsdann eigieht sith nach emi^ei 

Umformung die weitere Redaktionst oi mel 

die für alle Werte von m >. 2 brauchbar ist, für m=l 
dagegen kein Resultat liefert, Für m = 2 läBst sich das 

Jdx rdx 

—3— überführen in I — Das letztere geht 

mit der Substitution 



— = I ;i — 

ilderPu 
JfCx,,)dx_JT(x)dx+J"t^' 



' J y J y.+2bx+cx' 
"Wir gelangen deshalb zu dem 

Satz! DieindemlntogralderPunktion(l) 
Wdx 
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Ausdruck zweiten Grades unter oiiier Quadratwurzel. 45 

uach Zerlegung der -Funktion ^, inPartial- 
brache auftretendeiiEinzelintegrale von der 
■p'orm 



fx^ds , C dx 
sich sämtlich auf das Integral 






(*) 



Kurückfüh 

2, Um dieses Integral mit mügliclister Vermeidung 
vou imaginären Punktionen zu ermitteln, unterscheiden 
wir folgende Fälle; 

1. Ist c>l, also positiv, so setze man 

ya + 2bi+^r>'-t+sI/5; 
dann ergiebt sich i' + 2txyc= a + 2bx 

r^ = -j-il{h + cx-ya + 2bx+cx"'}. (5) 

Sata: Ist- der Koeffizient c unter dem 
Quadratwurzelzeichen positiv, so Usst sich 
das Integral (4) auf einen Logarithmus zurück- 
führen. 

2. Ist c<l, also negativ, so ist 

J y Jy(V^-ac)-(b + cxf 
Setzt man hierin 

t = ;7tä^^=^ , ds = - [/V — acdt, 
}V — ac c 

so geht das Integral über in 
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46 Integration iiTatioiiali 


;r Differentiale. 






fdx 1 f dt 


1 . b + 
-^-^arcMn,-^ 


1 


- (6) 


Satz: Ist der Koeffia 


lent c desGli. 


eds 


■ es' 


unter dem Quadratwur; 


aelaeiohen n, 


3ga 


itiv, 


30 lässt sich das Integr 


al auf einen 


Ar 


CU5- 


siaus zurückführen. 








Die Formel (6) ist unbrauchbar, wenn b'- 


-ai 


i-0 


ist, was nur eintreten baiin. 


wenn neben c 


auch a 


negativ wird. In diesem Fall 


ist 






l^rr2b"^ös"^=| 


/ä+xj'^und 






pds j' ds __ 


wM-t^+>''} 




(V 


J y J xyc+i'a 


Ist c<0 und a<0, so 


karni .uch b'- 


-ac 


■<o 


werden. Dann ist yF'^^~ac u 


nd damit aucb das Inte- 


gral (6) imaginär. 








3. Die Gleichung 









j = Va + 2bx + cx'od. CK^j— y' H- 2hx + a - (8) 
steEt a) für c >- eine symmetrisnh zur x-Axe liegende 
Hyperbel mit den Asymptoten 

y = + s|V+|/y-dar; 

b) für c < und b' — ac ^ eine Ellipse, bezw. einen 
imaginären Kegelschnitt dar. Im ersten Fall ist bei 
veränderlich em t durch 

y = x)/c + t 
ein Parallelstrahlenbiiscliel ausgedrückt, dessen Strahlen 
parallel au einer Asymptote der betreffenden Hyperbel 
sind und diese daher nur noch in einem im Endlichen 
liegenden Punkt schneiden können. Die Koordinaten 
dieses Punktes wie auch das Differential — lassen sich 
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Ausdruck zweituii Grads unter e 




1-ilt. 



Fig. a. 
deshalb rational durch den Parameter t ausdrücke 
_ a — t^ -- , , aVc"— ht 

^ " 'Wyt'-^'^ - ^^^ + *' ^^ = -ity7^W' 

Im zweiten Fall o < und V — ac > stellt die 
Gleichung (8) eine zur x-Axe sjmmetriscli liegende 
Ellipse dar, welclie dieselbe in den Punkten y = 0, 
Dann ist 
deren Gleich i 




j" = = (--")(--* 

Bei veränderlichem t stellt alsdann 

j - 1 (j - a) 

ein Strahlenbüschel durch den einen jener Punkte (a, 0) 
dar, dessen Strahlen die Ellipse je nur noch in einem 
Punkte treffen, dessen Koordinaten aicli mit dem Diffe- 
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48 Integration irrationaler Differentiale. 

reutial rational durch den Parameter t ausdrücken 

y 

lassen. Man erhält 

__ t.'« — c^ _ tc(a-^) _ 2c(a~ß) tdt 

§ 15. Beispiele zum TOrigen Fai-agiaplien 

Die im folgenden iint«r dem 'Wurzelzeic}ien auf- 
tretenden konstanten Koeffizienten a, b, c mögen positii 
reell ang'enommen werden, dünn ergeben sich dielntegiale 

'■J' y. + 2ta + c.- -yT'i''+"+''^''-'+'""+^''} 

/• dx 1^ . ex— b 

3- JfdFE? = ?r 1 { b « + fl l'M^TS^} 



man wie im Yorigen Paragraphen mit 
y die Quadratwurzel y = l^a -]- 2hx + es^ so lässt sich 
jedes Integral von der folgenden Form auf die Gestalt 
bringen 

p anx'' + aii^i^'^- ^+.- -+ai x+a„ ^ 

= («n-i xi-i + «n-a x"-a +... + «„) y 
f ds 

wo un-u an-1, ■.; a; ß Zahlenkoeffizienten bedeuten. 
Wie die Ermittlung der letzteren geschieht, mögen die 
folgenden Beispiele zeigen. 
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Beispiele ztira vorigen Paragriiphen. 49 

DifFerentüert man diese Gleichung beiderseits nach x, 



so folgt 








f (..■+...-+. 


,x + aj^ 


(2 «, X + a,) y 




^ 3_x'_± 


«,>: + «. 


(b+CX)-h y 






y 




und hieraus, nachdem dei 


; Nenner y 


weggeschafft wer 


den 


ist, durch einfache Kc 


.effizient 


enverglüichung 




a3 ^ 3 «, c 








a, =. 2 «, c 


+ 5 a, b 






a, = 1 «, c 


+ 3 a, b 


+ 2«,a 




^ = 


la. b 


+ 1 a, a -1- ^, 




woraus sich die Grössen 


"s> «ii "o' 


ß nacheinander 


be- 


rechnen lassen. 








Auf diese Weise iii 


ssen sieh d 


ie Integrale / 7, 


ll, 


12 ermitteln. 








„ r xdx 




(* 


dK 


- a l' 3 + 2 


:.-5.. + ,J 


y ' 


Durch beiderseitige 


: Differentiation und nach Weg- 


lassung des Nenners erhält man z 


ur Bestimmung 


vom 


ß und ß 








x-„(l-5x)H. 


-/3, 





i folgt 

1 = — 5 a, = « + ,? oder a =-^ — 
somit erhalt das Integral den Wert 
r xdx 1 , , 1 

J u B k r , Habere Aualysis. II, 
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50 lutagration irrationaler Diifeientiale. 

+ |(3.' + 2al. + b-) J.^ 
C X dx 1 

- „j,- I { 1) + X + )' i y r+2bxTJ? } 

C xdx 1 , 

'^- J ,7.-T¥lsrn3 = - 7 !'• +TlSf^^ 

+ ofo ""» l/b^-V io 
13, Integrale von der Form 

r __ _dx 

J (x -k) yrr^abTT^^ 

werden durch die Substitution x — k = , dx = — ^ 

auf solche der vorigen Art zurückgeführt, wie (]ie 

folgenden Beispiele zeigen. 

14. 

J X]/2x— 3x'^ J i''2z — S '■ 



_d x ^_J_ 2x+füjx' 

I (x-3)yx'-2x"+3 1'6"1 "" X- 



yGoosle 



Höhere tianscemleiite Integiali; und Funktionen, 



J^ 



+ 2bF+7^ |/a 



J xy-a+2bx + cs' f^ ^\'V + ac" 

18. Durch dieselbe Substitution läsat sich aucli das 

Integral überführen in das folgende 

C dx /■ z"-i da 

j (x-kj-Cä+abT+'o^ -^j iTÄ+aBz + Cz^' 

§ 1(1. Höhere trauscentlente Integrale und Funktionen. 

In den vorhergehenden Paragraphen ist die Inte- 
gration der algebraischen Differentiale f (s) dx für 
folgende drei Fälle behandelt worden. Es war 

1. f (k) =^g)(s) gleich einer rationalen Funktion von x, 
-?/"li + bx"\ 

2-fW-^{'=.y*^+-dr) 
3. f(x) = ,,{x, i'ä+äbx^-r^j 

Die Integrale dieser Punktionen sini 
sehen haben, durch algebraische, logarithm 
cyklometrische Funfetionen darstellbar. Dies ist Jedocli 
nicht mehr der Fali, wenn f (x) entweder die Quadrat- 
wurzel aus einer den zweiten Grad übersteigenden 
ganzen Fuaktiou von x oder höhere Wurzeln aus nicht 
linearen Funktionen enthält. Punktionen dieser Art 
werden als höhere transüendent e Punktionen 
bezeichnet. 

Erklärung. Enthalt die Funktion f (x) die 
Quadratwurzel aus einer ganzen Punktion dritten oder 
vierten Grades von x, so wird 
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Tiiiegration trausceiidenter Differentiale. 



Jf(x, A + bx + (,x- + <i 



O äx 



nach Legeudre als elliptisches Integral oder als eine 
elliptische Punktion bezeichnet. Ein solches Integral 
ist alsdann ausser durch algebraische, logarithmische 
und cyklometrisohe Funktionen noch durch elliptische 
Funktionen darstellbar. 

Treten noch höhere Fuuktioneu unter dem Wurzel- 
zeichen auf, oder sind in f höhere Wurzeln aus nicht 
linearen Funktionell von x enthalten, so gelangt man 
zu den sogenannten hyperelliptiscben Funktionen, 
die wie auch die elliptischen Funktionen aus dem Kreis 
unserer Betraohtuugeu weggelassen werden seilen, da 
ihr Studium den Rahmen der Elementarmathematik 
überschreiten würde. 

IV. Abschnitt. 

Integration traoseendenter Differentiale. 

§ 17, Ti-anscendente Differentiale. 

Erklärung, Ein Differential f (x)dx heiast tran- 
scendent, wenn f (x) einzelne oder mehrere der trän- 
scendenten Funktionen a", e"; sins, coss, tgx, cots; 
arc sinx, arceoas, arctgx, arecotx enthält. 

Bei der Integration transcendenter Differentiale 
kommen hauptßächlich folgende Methoden in Betracht ^ 
a. Integration durch Substitution einer neuen Ver- 
änderlichen. 
ß. Reduktion der Integrale auf einfachere der- 
selben Art mit Hilfe der teilweisen Integration 
nach der Formel 
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Traiiscen deute Differentiale, 53 

Integration durcli ßationalisierung des ge- 
gelsenen transcendenten Differentials. Siehe 
§ 20. 

atioQ durch. Reihenentwicklung. 



§ 18. Integration transcendenter Differentiale 
durch Sulbstitution. 

a) lat f eine algebraische (rationale) Funktion der 
elementaren transcendenten Funktionen 
e'', ain y, cos y, tg ip, cot f, aro sin x, arc cos x, arc tg x, 

so lassen sicli die folgenden transcendenten Integrale 
durch die beigefügten Substitutionen direkt in Integrale 
algebraischer (rationaler) Funktionen überführen. 



ff(el"i)efe':dx = ^rf(z)dz 
Jf(U)-^^^=Jf(z)dz 



I f (siny)cos9 Alp = I f(z)dz 

z ^= sin 95, dz ^= cos (p Af. 
|'l(r.o.y).ii.(pd,,--JtWdL 

E=igr,di_dig»=— J-. 
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54 Integration traiiscinnlentar Dittercnüale. 

6. ftCootyjji-^— ffWdz 



7. Jt(.™»nx)~-i-J'tWdi 






9. j'f(-ctgx)-|^==Jf(.)d. 

dx 
z = arctgs,dz = darctgx=^^^. 

10. J'f(.rccDtx)^^ = - j*f(.)dz 

ds 
a^ arceotx, dz = davocotx^— "_j_~i ■ 

b) Wie die folgenden Integrale transoend enter 
Differentiale in solche algebraisolier Differentiale über- 
geführt werden können, zeigen die beigefügten Sub- 
stitutionen : 



11. Jt(ei..)dx_AJfW^ 
dz 

12. Jf(™y)dr=Jfw^-i5 
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Iiitogi-atiüii transuünd, Differentiale dureli Sabsii1,iit,ion. 55 

= «rccoszd -■ -J^- 

dz 
z -= tg y, y ^ arc tg z, d^p = ^-_p -^5 . 

15. Jf(oot,.)dy = -J'f(z) ^-^^^ 

dz 

Setzt man z = siaj!, so folgt Heraua 
cos 95 = yi^"z^, tg g> -- j^=;, cot 9> =■-—--, dy --|7P^ , 



16. 



I f {ainy, cosy, tgy, cotyjdy 

Es gilt somit der 

Satz: Jedes transcendente Differential, 
welches die trigonometrisclien Funktionen 
siarff cos<p, tgipf cotqi enthält, läset sich durch 
SabstitutioQ in ein algebraisches Differential 
üherfiihreB, 

Bfiispiele: 
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Integration transc.cndeiilcr Difftroiitiüle. 



|- exdx _ J. 



(e^ + e-s) dx = 0^ — e -". 

-—-, — = — cot w. 

J Bin g> 

Jtg X dx =j~^ äx = -j^^~ = - 1 (cos x). 

rootxdx^l(sinx). 

I tg k s dx ^ — -j— 1 cos k X. 

J«.-xdx-J(l— in-x)d. = |-+] .ä2.. 

J.iB-jclx=- J (2+,m'x)oo,x. 
C dx 

r dx 

j 19. Inleyratioii traiiscenfleiiter Differentiale ilurch 
itllmäliliclie Bednktion. 

a) Integrale von der Form 
/x..e."dx 
erden durch die teilweise Integration aauli der Forniel 
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Integration durch allniähliohe llediiktioii. 
ja.dv~nv — jvda 



so folgt hieraus, wie auch im § 7 gezeigt worden ist, 
die Beduktionsformel 

x" ei"<ds =: —^ ^- — I sm-' ek-^dx. (1) 

Beispiele: 

1. /xe^^dx^e^x-l). 

2. /x=e'idx = e''(x= — 2x 4-2). 

3. /x'e"dx=e^(x'~-3x* + 6x — 6). 

b} rutegrale von der Porm [i (Ix) dx werden auf 
die voi'ige Art auriicltgefährt, indem man setzt 

/t(k)ai=,/tW6.ji.. (2) 

Beispielsweise iat 

1. /lxdx-/ae-d.-e'.(z-l)=x(lx-l). 

2. /(ls)Mx=/a=e''dz-eHz'-2z-l-2) 

= x{(lx)--21x + 2}. 

3. /{lx + l}ds = xlx. 

ü) Wie sclion in § 8 weiter ausgeführt worden ist, 
lassen sich auch die folgenden Integrale durch allmähliche 
Kodiiktion ermitteln: 

f sin'" g)d^,y cos'"^pd5i, /sin'^ipoos'' ydy. iß) 
j s.^ sin s dx, js.^ cos x dx. 
d) Auch die folgenden Integrale können mit Hilfe 
V Integration ermittelt werden : 
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indeiiter Differentiale. 



J^ ^je>^x cos bx dx, J^ = / e«« s 
Man erhält nach dieser Methode 



Jl = 


|.... 


bx— •- 


J.„ 


sinbx 


dx, 


J===- 


-;-... 


sta+-| 


_J'„ 


cosbx 


dx, 


woraua sich 


ergiebt 


,bl+b. 


+ 




Jj 


as _bc 


losbx + a 


sinbx 


^ + C, 




^ 


.■ + b' 






e) Integrale, welche Kreiafunktionen 


enthaltf 


wie >,um Be: 


iapiel rj 


(arcsinx 


)dx 






werdea durch die Substitution 









z =' arc sin s, x ^ sin z, dx = cos z dz 
zurückgeführt auf 

/ f (aro sin x)is=ji (z) cos a dz, 
die nach c oder g 8 au lösen sind. 

Beispiele hierzu finden sich in § 7 Nro. 5—9. 
f) Der Integrallogarithmus I -j— kann nur durch 
Kreihettentwioklung näherungaweiae ermittelt worden, 

g 20. Integration transoeiiftenter Differentiale durch 
Rationalisierung'. 

D'e Methode der Ratio naliaiemng eines Differentials 
f (x)dx ist besonders anwendbar, wenn f (x) eine rationale 
Funktion der elementaren trigonometrischen Funktionen 
sinq?, cos^, tg9,cot9 ist. 

Setzt man in einem Kreis vom Radius 1 die Koor- 
dinaten des Punktes P 
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Intefrvation diircli Kationaliäienmg. 




Ä = X, A P - y, 
30 ist oo8?i = x, 3in<p = y, tg(p= --,aot<f — — (1) 

Zieht man nun CP, so ist < P = -|- und wenn 
man tg -^ =^ —^ — = i oder ip — 2 arc tg -t setzt, so folgt ; 
2^ 1 — -t' 

*S'C==r3X-«°*^=^-2i-' (2) 

23^ 

Womit angezeigt ist, dasa durcli die Substitution (!) 
jede rationale Funktion der elementaren transcendenten 
Funktionen siny, ooay, fgy, ooty als rationale Fimition 
des Parameters Ä dargestellt werden kann. Somit gilt der 
Satz: Jodes transcenden te Differential 
f(y)d<p, welckcs nur trigonometrische Funk- 
tionen der Veränderlichen ? rational enthält, 
läsat sich als rationales Differential dar- 
Btellen. 
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Bestimmte Iiitogiale. 



2. 

J-cal.- ^ JS-^ J{lT-/+ 1 1-/} «l 



1-tg ; 












V. Abschnitt., 

Bestimmte Integrale. 

g äl. Das bestimmte Integral. 

BezelohTiet man mit P (x) eine Funktion , deren 
Ableitung f(x) ist, so heisst 

/f(x)dx-F(x) + C 
das unbestimmte Integral der Funktion f(x) mit 
der Konstanten C. Diese läsat sich bestimmen, indem 
man der Veränderlichen x einen Wert beilegt, durch 
welchen das Integral verachwiadet. Ist a ein solcher, also 
X f (a) d a = 0, 30 ist auch F (a) -|- C = und C =- — F (a). 
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Das bestimmte IntegvaL fil 

Wir erhulten alsdann das bestimmte Integral 

/fW<lx-F(x)-P(.), 

wü X die obere und a die untere G-reoze heisst, 

H,iU: Das bestimmte In tegr al / f (x) dx 

zwischen den öi-enzen a und b wird e^rhalten, 
indem man ohne Eüoksicht auf die Konstante 
das unbestimmte Integral ermittelt und die 
Differenz der Werte bildet, welche dasselbe 
beaw. für x = a und x = b annimmt, 

/f(x)dx = P(a)-F(b). 

"Beispiele: 
1. 

a 1 1 \^=- 

/(i,=+ax + x^)dK = a^x + --^-ax= + -3- x^|^^^ 

2. 

/.i.xa,_-co.,f--co.f + c„,0 = .. 

3. 

^ dx 1 s h 1 f 1 « 

/x'+iT'- . '"'s .["tI""'«'-"*»»}-!-. 

§ S2, Das liest! uiiiite Integral als eine Suitiiiic von 
unendlich kleinen Grössen. 

Es sei y = f(x) eine Funktion von x, welche inner- 
halb des Gebietes s = x bis x = a eindeutig, endlich und 
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Best.iinmie Integrrtle, 



stetig ist dinn zeigt auch die durch y = f(x) du,i*ge- 
atellte thene Kuivo zwischen den Punkten P und Q 
mit den ÄliaciBsen x und a einen stetigen Verlauf. Der 
Tnhdt dtfi Flache PÄBQ, der von den ürdinaten 
y = l{x),b=;f{a), der Ahscissenase und dem Kurven- 
hogen P Q begrenzt ist, sei U. Teilt mau die Strecke 
AB = a — X in n gleiche Teile Ax ein und errichtet 
in den Teilpunkten Lote, welche den Bogen P Q in den 
Punkten P,,P,... treffen mögen, dann ist nach § 60 
der Differentialrechnung der Flächeninhalt U näherungs- 
1 durch 




Un = Ax{f(x) + f(x+Ax) + f(, + 2Ai) + ... 
odfr +t(i + (n-t)Ai)} 

W- Ai{t{i+Ai) + f(i + 2Ai) + ... (1) 

+ f(x + nA>))' 
wo Un liezw. Un' eiae Summe Yon ßeohtetken daratellt, 
die kleiner, bezw. gröaser uls T ist: 

Un < D < On'. (2) 
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Das bestimmte Integral. 63 

Durch Subtraktion der Gleichungen (1) erhält man 

ün'-Un = Ax{f{x + nAx)-f(s)}. (3) 

Lässt man hierin n immer grösser und damit A s 

immer kleiner werden, so nähert sich die rechte Seite 

dieser Gleichung mehr und mehr der Grenze 0, d. h. es ist 

lim (Un' — rn)n=on = oder 

liml;n = lim¥n'. (4) 

Zufolge dieser Gleichung kann alier die Ungleichung 
(2) nar bestehen, wenn 

lirai;n=a = limi;'n' (5) 

ist. Es ergieht sich somit der 

SatK! Jede der beiden Summen (1) nähert 
sich bei unendlich wachsendem n dem Grenz- 
wert U, der geometrisch den Inhalt der Fläche 
PABQ darstellt. 

Wie die Gleichunii; (4) zeigt, kann dieser lohali 
als eiue Summe von unendlicli vielen unendlich kleinen 
Eiechtecken angesehen werden. 

Entwickelt man in dem Ausdruck für ITn jede der 
Funktionen f{x+iA^) ''^'^^ Potenzen von i^x und 
faaat die Koeffizienten gleicher Potenzen von A ^ ^^'^^ 
samraen, so lässt sich lim l'n, wie in § 69 derHiffercntiid- 
rechnung ge:?eigt worden ist, durch die Potenzreihe 
darstellen 

lim TJn = (.-X) f W + 2',- (.-X)' !• (x) (,,, 

+ 3, (.-x)-P'W+..., 

welche unter den gegebenen Voraussetzungen konvergent 
ist und den Grenzwert U besitzt. Es gilt somit der 
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64 Bestimmte Integrale. 

Satz: Der Inhalt U der Fläche TAEQ iat 
ausgedrückt durch die konvergente Potenz reihe. 

U = (a-x)f(x) + ^(a-x)M'(x) 

+ ^(a-x)-'f"{x) + ... 

Ist nun X f (x) dx = F (s) + C das unLestimmte 
Integral des Differentials f{x)dx, so iolgt hieraus durch 
Ableitung 

f (x) = P' (x), f ' (x) = F" (x), f" (x) - F"'(x), ... (7) 
Entwickelt man alsdann den Ausdruck F(x)-|- C nach 
dem Taylor'schen Lehrsatz nach Potenzen von x + li, 
SO folgt: 
P(x+h)+C = F(x) + C+ 5 F'(x) + -^J-F"(x)+... 

oder wenn wir h = a — x setzen und die Badinguugen 
(7) berücksichtigen 

P{a) = P(x) + (a-x)f(x) + -i(a-x)=f'(x) + ... 

oder F(a) — F(x)=limTm = TJ. 
Da nun der Annahme gemäss F(x) das unbestimmte 
Integral des Differentials f (x) dx ist, so stellt nach dem 
vorigen Paragraphen F (a) — F (x) das bestimmte Integral 
desselben Differentials zwischen den Grenzen a und x 
dar. Es ist daher 



U = limUn = /f(x)dx = F(a) — F(x), 

tze folgen : 

LS bestimmte Integral 

/f(x)dx^F(a)-F(x) 



raus die Satze folgen : 
Satz: Das bestimmte Integ 
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Lehrsätze über das bestimrnte Integral. 65 

des Differentials f{x)dx stellt georaotrisoh 
den Inkalt der Fläche TT dar, der von den 
Ordinaten y = £(x), b = f (a) der Punkte P und Q 
mit den Absciasen x und a, der Ahscissenaxe 
und dem Bogen PQ der Kurve y = f (s) be- 
grenzt wird. 

Satü: Nach Gleichung (6) und (8) las s t sich 
das boatimmte Integral des Differentials f (x)dK 
auch aia Grenzwert einer Summe von nnendlich 
vielen unendlich kleinen Elementen betrachten, 
welche in (1) mit ITn oder TJn' beaeichnet ist. 

Vergleicht man die Gleichungen (6) und (8) mit- 
einander, so gelangt man zu dem weiteren 

Satz: Das bestimmte Int egral/ f (s)dx des 

Differentials £(x)dxläs8t sich in eine konver- 

Potenzreihe entwickeln, deren Koeffizienten 
durch Ableitung von f(x) erhalten werden. 

/f(x)dx = (a-x)f(x)+^(a-x')P(x) 

+ .~(a-xyf"' (:<) + ... 

Dieser Satz kann dazu dienen, ein bestimmtes 
Integral mit endlichen Grenzen nur mit Hufe der 
Differentialrechniing zu berechnen. 

§ 23, Lehrsätze Über das bestimmte Integrnl. 
1. Aus Formel (1) des § 21 ergiebt sich durch 
Vertauachung der Grenzen a und h unmittelbar der 
Satz: Bin bestimmteslntegral geht in seinen 
T n 11 k e r , Höhere Analysis. II. 5 



y Google 



66 liestimrat.e Integrale- 

entgegengesetzten Wert aber, wenn man die 
örenaen miteinander vertauscht. Es ist; 

/f(x)dx^-/f(x)dx. (1) 

2. Zugleich folgt der weitere 

Satzi Ein bestimmtes Integral wird stets 
gleich XuU, sobald die Grenzen einander 
gleich werden: 

/f(x)dx = 0. (2) 

Ü. Nach § 21 ist der Wert des bestimmten Integrals 
zwischen den Grenzen a und b 

/fMai = r{,)-P(i,). 

Da nun jederzeit in identischer Weise die Gleichung 
erfüllt ist: 

FC.)-r(b)_F(.,)-P(o) + I?(=)-I'(b), 
SO folgt auch 

/f(x)dx=/f(x)dx + /f(x)dx. (3) 

Satz! Anstatt die Integration von der 
Grenze b bis zur Grenze a direkt ausauführen, 
kann man auch eine (oder mehrere) Zwischen- 
grenaen c einführen und zunächst von der 
Grenze b bis zur Grenze c integrieren und 
nachträglich die Integration von o bis y, 
fortsetzen. 

Geometrisch bedeutet die Formel (3), daas man 
den Plächeuinhalt P ABQ auch als Summe der Fläühen- 
teilePACE undECBQ betrachtou kann; denn es ist 



y Google 




Eläche PÄCR = / f(s)dx, Fläche ECBQ==/f(x)dx, 
woraus roan durch Addition erhalt: 

PÄBQ=PACR + "RCBQ oder 

/f(x)dx=/f(^)dx + /f(^)dx. 



§ 24, Integration his s — oo oder bis und lllier eine 
Unat ctlgkeits stelle von f[x). 

1. Tat die Funktion f(x) eindeutig und stetig für 
alle "Werte von x ^ b , ao kann man auch eine der 
Grenzen, a. B, die obere, unendlich gross werden lasaen, 

E r kl a r u n g : Nähert sicli hierbei das Integral 
einem bestimmten Grenzwert 

^'™ ft(i)cli = liin{F(i)-B'(b)jx., 

ao heiaat derselbe der Wert, den das Integral für die 
obere Grenze x =^ «> annimmt. 

Ein solches Integral kann einen endlichen und be- 
atimmten Wert erhalten oder auch nnhestiramt werden, 
wio die folgenden Beispiele zeigen. 
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Bestimmte Integrale. 
Beispiele: 



lif^-i— "''-'■ '"*''•> 




J— i' 
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Integration bis x = ^. 69 

Hierdurch ist der Flächeninhalt angegeben, der voa 
der Exponentialkurve y = a*, der y-Axo und der nega- 
tiven x-Axe begrenzt wird, 

4. Unbestimmt wird der Wert des Integrals 

/ cosx dx = sin (x = CO ) — sin a = unbestimmt. 

2. Es kann, auch der Fall eintreten, dass f(x) 
selbst für eine der Grenzen unstetig wird. 

Erklärung: Wenn die Funktion f(x) für s = a 
durch Unendlichkeiten selbst unstetig wird, so bezeichnen 
wir den Wert des Integrals mit 

/ f (x) dx = lim / f (x) dx - lim [ E fs) — F (b) j 

für den Fall, dass sich hierbei überhaupt ein boBÜmmter 
Grenzwert ergiebt. Ist dies nicht de; Fall, so darf die 
Integration nicht bis x=^a ausgpdehnt werden. 

3. Krklärung; Wird die Funktion £(x) für einen 
Wert x = o unendlich, der zwischen den Grenzen des 
Integrals b und a liegt (b<c<;a), so versteht man 
unter dem letzteren den Grenzwert, nach welchem die 
Summe 

ilWdi-lim|f(x)ax + limj,(^,j^ 

konvergiert. 

Ein solches Integral kann einen endlichen und be- 
stimmten Wert haben; es kann aber auch unendliob 
oder unbestimmt werden. 



Die binoniisclic Hyperbel 
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Bestimmte Intc-grali 

y'(i-i)"-i-Ood.rj = 



ist, hat in x=l einen i 



J (X - 1)- 
dlich fernen Punlst. Der 




Inhalt des schraffierten FISohenstütks ist angogehen durch 

= 3(x-I)-l!^+3(x-l)l|^ 
= _ 3 \l~\ + 3 j/r= 6. 

§ 25. Darstellung' von — ilurcli ein unemiliches Fro<lukt. 

Integriert man unter der VorauBsetzung einea posi- 
tiven n in den Formeln (2) und (3) von § 8 zwischen 

den Grenzen und " so folgt 

1. für ein gerades n; 
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Darstellung von — durch ein iiiifiniilichcs Produkt. 71 
2. für ein ungerades n: 

Da nun die Funktion sin 91 von bis — stets einec 

positiven echten Bruch darstellt, so gilt für jedes ganz- 
aalilige k > 

sin it y > ain ip und / sin '' ip A<f >■ / sin ip dy. (S) 
'0 Ci 

Setzt man nun hierin und in den Formeln (1) und (2) 



2n_--2^ 



oder nach einiger "Umformung 

Jr_2 2_4^4 R__6_ 2n^--2 ^n_ 
i '^ 1 ■ 3"" ■ 3 ■ '5" ■ ""5 7 ■ ■ ■ 2n - 1 " 2n - 1 " 
IL 2 2 4^ 4 6_ 6 _^|!_ 2n 
"2 -^ 1 ■ d"'W"h'"~h" '7""2n"-^' Sa + f 
Es ist nun aber leicht zu erkennen, dass sich die 

beiden rechten Seiten dieser Gleichungen für n = od der 

gleichen Gfrenze nähern; daher ist 

\. 

2n-l 2n-l) 

Siitz: Die irrationale 2iihl-^ liisstaich dar- 
dien <lurcli das unendliche Produkt 



q q R On — 1 On — 1 I '■ ■* 
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72 Bestimmte Infegnile. 

3: _ 2_ _2 4 4 _6_ 6 8 

2"~"l ■ 3""' 3 ■ 5 ■ 5 "l~"l '" '"' 

g 96. Einige weitere hestiiniiite Integrale. 

1, Mit Hilfe der teilweisen tutegration erhalt man 
die Eekursionsformel 

Ist nun hierin n eine gerade Zahl, so gelangt man 
durch fortgesetzte Anwendung dieser Formel schliesslich 
au dem Integral 

iür ein ungerades n schliesslich au dem folgenden 



Ji'i- 



Je nachdem n gerade oder ungerade ist, e 
sich schliesslich die beiden Endformeln 



Jyr 



5^-lds = — iT— s 



(.-l)(n-3)...5 J (n-l)(r.-3)...S.3 
'^ n(ii-2)...4 P n(n— 2)...4.2 "'■»'"^^^' 

(. -i)(. -3) ...4.a i 

+ ^nTI^Tä— 76 JO^ / + ''■ 
Nimmt man hierin das Integral zwischen den 
Grenzen 1 und 0, so folgt 
a) für ein gerades u: 
D dx _ (n — i)( n — 3...5. 3 ti 



Jx^dx _ 



i,(n-3)...4.2 
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Weitere bestimmte Integrale. 
1)) für ein ungerades n: 
x"dx _ (n — l)(ii— 3)...4.2 



J xidx (n — l)(n— ; 

VT^-7'~ n(n-2): 



(2) 



2. Nach der Binomialformel 
(a + b)n = a" + (")an-ib + (2Ja''-sb= + ... + b" 

ist (1 — «'cos'y}';5 = l— Y='oosV--274- e*cos'^ 

1-3 . » 
"27476^ ''°^'^-- 
DuTch Ititegi-iifion und Beniitaung der Formol (1) 
in g 25 für n = 2, 4, fi, . . . ergiebt sich hierii.ua das Ije- 
stimmte Integral 



/yi-=^ 


c«.> ir- 


^^{'-(i: 


I--G 


.!.)- 






-(^y- 


l (3) 


das wir bei der Quad. 


■atur und Eektifikation 


dar Ellipse 


und einiger 


anderer Kurven verwendi 


m können 


, (§29,6). 


Ebenso 


erhält ma 


n die weitere 


Formel 





Jff=>..»v..^,{i-(i)V-(^)^s.. 



\2.4.6; 
r ebenfalls später gebrauclieii k 



(4) 
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Bildung der Integralieclmuiig. 



VI. Abathnitt. 
Anwendung der Integralreclinanj^ auf die 

Geometrie der Ebene. 
g 27. (juadnttiir tler Kurven in rechtwinklig'eu 

Koordinaten. 
Erklärung: Wie schon in der Differentialrechnung 
§ 11 und § 69 ausgeführt wurde, versteht man unter 
der Quadratur einer Kurve in rechtwinkligen Koordi- 
dinatett die Berechnung des "Flächeninhalts TJ, der von 
den Ordinaten zweier Kurvenpnnkte P und Q, dem 
üugehöiigeii Kurvenbogen und der Ahsoiaaenaxe be- 
grenzt wird. 

K 




Satz: Nach Formel (8) bezw. (6) in §22 ist 
r schraffierte Flächeninhalt TJ (Fig. 12) an- 
geben durch das beBtiramte Integral 

IT=/f(x)dK = F(a)-F{b) (1) 

aw. durch die konvergente Potenzreiho 

U = {a-b)f(b)+i^(a-brf'(b) 

+ ' (a-brf"(b)H-... (2) 
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Quadratur der Kuiven in rer,lil winkligen Koordinaten, 75 

Beispiele: 

1, Quadratur der Parabel y = & x' pag. 36 der 
DifEereatialreclinung 

woraus für b = folgt: TJ = -^ = -^xy. 

2. Quadratur der Spitzpunktsparabel y' == p' x' 



U_pj',-}j„; 



woraus für b = OTJ=-^px 2 =--pxy folgt. 

3, Erklärung; Sind m und n ganze positive 
KaWen, so bezeichnet man die Kurven, welche durch 



dargestellt sind, allgemein als „parabolische". 

Diese Kurven gehen durch den Ursprung. Sind 
X, y die Koordinaten des Kurvenpunktes P, so ist der 
schraffierte Flächeninhalt (Fig. 13) angegeben durch 



.^.tf-^ 



— --+i_ 



Q Rechteck DO AP=^xy ist, so ergiebi sich 
tt schraffierten Teil desselben der Inhalt 



Satz! Fällt niiin von einem Punkt der p 
lisüheu Kurve yn^ax"" Lote auf die he 
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AnweiicJnng der Integralrechnung, 



Axen OxnudOy, so teilt die Kurve das Recht- 
eck DOAP in zwei Teile DOP und OAP, die 
sich wie m -za n verhalten DOP:OAP = m:n. 

4. Erklärung: «ind m und a g.mze Zahlen, so 
heiest jede Kurve von der Gleichung 

eine „byperholische Kurve". 





Flg 13 Fl- U 

Der Inhalt des arhidifieitea Fl chenteils (Fig. 14), 
der eich ma Unendliche eistieokt ist angegeben durch 

U = an Ix" dx — a " s " = -^^ — xy. 

Dieses Resultat führt uns zu dem 

Satz: Die schraffierte PUclie, welche sicli 
insTJnendlicbe erstreckt, steht zudem Recht- 
eck DOAP— xy in dem konstanten Verhältnis 

5. Quiidrütur der Ellipse: %+ ^a — 1 = 
b r , / 1 , . X , bx , .. Y 

Beaclireibt man um mit A — u einen Kreia, so ist 
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Qnartratin- der Kurve 



3 cht winkligen Koordinaten. 77 




Pur so=o v.nä x = a ergielat 
Inhalt des Ellipsenquadranten 

und somit als Inhalt Aer ganzen Eliipse 
U = ^ab. 
i_st b = a, so geht die Ellipae in einen Kreis über, 
für welchen wie bekannt 

ll = jia^ ist. 

6. Quadratur der Hyperbel-^; — -r, — 1 = 0. 
Es ist y =■- Cx^^y? und 



-•■ Ul-x' --.-■ + X) 
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Aiiwi^inhiiig dei' Integralredinniig 
Für X(, ^ a folgt 




7. Die Exponentialkurve (Fig. 17) y — a>^ hat den 
Pliicheniiihalt 



L = a" ds = ^j— =-j- 




8. Für die Sinualiüie (Fig. 18) y = siiis ist 

U =/ sinxdx = — cosx + cosx„. 

Für Sp^O und x = ;i ergiebt sich als Inhalt der 
ganzen Schleife TJ ^= 1 + l = 2. 

9. Für die Kurve dritter Ordnung (Fig. 19), welche 
die Gfleichuug besitzt 

y>x-a*(a-x)-Oodery-a]/-^^-, 
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Quadratur der Kurven in rocht winkligen Koordinaten. 



Fig, 18. 
ergjelit sich als Flficheninlia,U ülier Ox 




(Vergl. § 15) und hieraus für x = a als Jnlialt der Fläclie 
zwiachen y- Achse, x-Axe und Kurve 

Ua = -~ a". 
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80 Anwendung der Integralrechnung. 

Daher hat die ganze Fläche nwischen y-Axe und 
JCurpe den Inhalt 

Ein "Pläohenstreifen parallel zur x-Äxe zu den 
Ordinaten und y hat den Inhalt 

Für y ^= o3 folgt hieraus 

Daher iat ahenso wie oben 

J^2ir'M = ^a^ 
lO. Für die Cycloide, deren Gleichungen in Para- 
meterfonn siad : 

X =z a (y ~ siu 91), . y = a{l— cosq^), 
erhalten wir dK:=a(l — cosip)dy und als Pliicheniiihalt 

Ux=Jyds-aJ(l~cosy)M5- 
= a^ \ {1 — 2 cosq> + cos' ip) dqi 

^a=(-^9.-2sini,+ -2 sinycosy). 

Für y = 2 Ji folgt hieraus als Inhalt eines ganaen 
Cycloidenabsehnitts 
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QuaJratiiv in Polat koordii inten. 




§ 28. (Juadralur In Poiiikoüuliiiitcii. 

Erklatuiig TJntei ilcr Quadiatm m Palaikjoi 
(liaaten versteht mau gewuhnliih die Bpiechnung det, 
PI chemnhaltB U, dei von dem Kui\enbogeu Ptii den 
Üadienrektoien OP und OQ mit den ABimiits ip und a 
bei^ienat ist 

Die '^leichnng dei Kunp in Polarkoordinaten sei 

WO 1 den lladiuaiektiii zum Kucveapunkt P und y das 
zugehörige Azimut bezeiLhnet Läsat man alsdann das 
■Vzimut f um die unendlich Ueine Grösse äqi zunehmen, 
so untei scheidet sich das zugehörige Fl Scheu element 
O P P' — d U \ on dem elementaren Kreissektor 

OPD = ~dy 

nui' um eine unendlich kleine Grösse höherer Ürdnuug. 

Dieser darf deslialb aa Stelle des erstere« gesetzt werden, 

Ea ist also .1 

dU= g-r^dy, (1) 
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82 Anwendung der Integralrechnung, 

woraus sich durch Integration als Inhalt des Flächer 
Stücks U (Fig. 22) ergiebt 




Flg. 28. 

Satz: Ist die Gleichung einer Krrrve in 
Polai-koordinaten gegeben r = f(^), so ist der 
Inhalt der Fläche OPQ, welche vom Kurven- 
bogen PQ, den Radienrektoren OQ und OP 

durch das bestimmte Integral (2). 
Beispiel. 
1. Die Lemniakate hat die Gleichung 

Es ist somit 

Für K = 45° = -y {r = 0) ergiebt sich hierans 
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Quadratur in Polarkoordinateii. 8. 

Sat/: Der Flächeninhalt, der von den heidei 
Schleifen der Lemniskate eingeschlossen wird 




.st gleich dem Quadrat über OA = a derbalbei 



2. Die Kardioide (Fig. 24) hat die Gleichung 
r— 2a(l + coa9), 
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Anweudim^ der Iiitegtalrechnmig, 



= a' (3 95 + 4 sin q; + sin y QOsq>), 
Bomit ist die Hälfte der GeaamtfläctLe 

und die GesamtSäche selbst 



ä' f) Alf 



3. Allgemeinere Kardioiden (Fig. 24 a) ergeben sich, 
wenn man auf den von ans gezogenen Strahlen von 
der Peripherie des Kreises aus eine beliebige Strecke b 
heraus- oder hereinträgt. Die äussere , beaw. innere 
Schleife erhält alsdann in Polarkoordiaaten die Gleiebung 
r = 2acos^p + b, bezw. r = 2acos(p — b. 

Die erste derselben gielit für r = 2 a + b und 




:r--0, q>^0 undyo = 



(-2l)'' 
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Qaadratur iu Polarkoordinaten. 85 

Flächoniiihalt der ersten Schleife angegeben durch 
fj 1 C 1 (^ 

= -|-(2a''+b-')y + a^smg.co3<f + 2abcos<pj ° 

= |(2.^+bVrcco.(--2^^)-|bl/4^^^rF; 
Somit ist 

i:=(2.-+v)«rooo<(- i^)- l-hrw-v: 

Ebenso ergiebt aich für den Inhalt der inneren 
Schleife 

IJ' = P'' + l>>™'>"(-2.)+ 2 IfW-S'. 

Aus jeder dieser Formeln ergiebt sieh für b ^^ 

der Inhalt des Kreises J^rea", wie au erwarten war. 

Die beiden obigen Kardio'iden stellen zusammen 

eine Kurve 4. Ordnung mit Doppelpunkt im Ursprung 

dar, deren Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten ist: 

(i' + y'-2ai)'~b-(i' + y')=0. 

4. Die gewöhnEohe Fusspunktskurve dea Kreises 

(Fig. 25) mit Pol in der Peripherie hat die Gleichung 

i-=OD + DP = acosy + a oder 

r-a(H-cosy). 

Daher ergiebt sich als Flacheninhalt der ganzen 

Kurve 

231 an 

TT2„=|'rMq.= ^ j'(l+2ces^-|-cos»d5P 
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Anwendung der iiitegralreohiiiiDg, 
a' ( , . <p , sin<pco8rpi8/ 




S,l!! Der FläoheniiihiJl zwi.ohon russ- 
Eadius a ist somit gleicli dei- Hälfte, des 

5. ADgem eitlere Ij'usspunktskurven des Kreises er- 
geben sich, wenn der Pol nicht auf die Peripherie 
selbst zu liegen kommt, aondevn in def Entfernung b 
von derselben angenommen wird. 

Liegt innerhalb Pig. 26, so ist 

r-OP = MB~MD=^a~(a — b)oos9, oder 
r = a — (a— h)cosy. 

Der F Jüchen Inhalt der ganzen Kurve ist denniach 
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Qnadrat.ur in Polarkoovdinatmi. 8 

j - Tis» = 4- Jr" <ii- = 4" fl'+ (' - ••) '=°* »f ''f 

wobei. Jer zweit« Ausdruck den Inhalt der Plduhe an 
giebt, welche zwischen Kreis .und Kurve liegt. 




Liegt ausserhalb des Kreises, so hat die resul- 
tierende Fuaspunktalturve (Fig. 27) einen Doppelpunkt 
im Pol und erhalt die Gleichung 

r=^a-|-(a-l-b)oosy. 

Durch Integi'ation von his 2?r ergiebt aich aus 



der Inhalt des schraflierteii Flnchenstttcks. 
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88 Anwendung dei' Integral lechiiung. 

Die ganze i'läche dieser FuBspunktskurva liat somit 
den Inhalt s i '^ / , x,-,2 

wobei derjenige der Schleife über A doppelt ge- 
rechnet ist, l''ü]' b^^O reduziert sich der Inhalt der 
letzteren auf Null und geht J über in den Juhalt 



■^ der gewöhülichen i'uaapunktskuj 



1 aoll. 



g 29, Nälientn^sformeln »nr (^nndratur «ler Kurve«. 

a. ßechteoksformel. 
Teilt man wie in § H oder § 69 der Differential- 
rechnung die Strecke Ä,An = a — b in n gleiche Teile 
.— b 



(Fig. 28) von dei Li 




! zieht durch die 



Teilpuukte Ä„, ^,,\„ , 4n Pai dielen zur J'-Ase, 
welche die Längen 

y. = f(H y.=f(b + ä), y,=f(b + 2ä), ..., yü = f(a) 
erhalten mögen, so läsat aich der Inhalt der Flache 
P„ \ An Pb näherungaweise als Sninme von n Eecht- 
eoken von der Breite S durch jede der beiden Formeln 
uns drücken : 
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Näherungsformeln zur Quadratur dsr Kurven. 89 

l'» = '{y.+J',+J. + '-- + yi>-i} »äor 
ü.'-ä{j,+y, + j. + ... + y.}, (1) 

WO Uji die Summe der kürzeren (achraffierten) , Un' 
die Summe der längeren Rechtecke darstellt. lat TT 
der wahre Inhalt der l'läohe Pj Ä,, Au F^i, so ist stets 
Un < U < IJn'. 
Wie schun in § 69 der Differentialrechnung ge- 
zeigt worden iat, wird der i"ehler, den man begeht, 
wenn man "ü„ oder U«' an Steile von TT setzt, immer 
kleiner, je grösser n wird. Im Grenzfall ist 
lim F„ = U = lim Uli' 




Eine grüsaere Annäherung an U wird bei end- 
lichem n gewöhnlich eraielt, wenn man das arithmetische 
Mittel von Un und Un' bildet und dieses an Stelle von 
r setzt (Fig. 29) 



-'\^i-+j,+j, + --- + yn 



1+'. 



2 f 
Geometrisch stellt diese Formel die Siimni« 
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90 Anwendung der Iiitegralreoliiiiing. 

U,, "U„ TJ„ ..., TJn 
von der Höhe S und den Grundlinien y,, y, y^ ■ ■ ■ yn '^'H'' 
Die Formel (2) lieisat deshalb auch Trepeaforniel. 

c Die Simpson'sche Regel 
gründet sicli auf die Verwendung der Parabel 

j^as-' + ßK + y 
zur näheruiigs weisen Berechnung von U. 

Legt man durch die Punkte P„ P, 1\, welche in 
diesem Fall die Koordinaten x^y^, x^ y,, x^ y^ haben 
sollen, obige Parabel, so gelten die Gleichungen 
y„ = «x/ + ^x„ + ,' 
y,=ax,' + ß^,+V (3) 

y^-ßx.^ + ^x. + j', 
aus denen sich die Koeffizienten a, ß, ■/ eindeutig be- 
rechnen lassen. 

Diese Parabel wird sich zwischen den Punkten 
Pi, Pj Pj im allgemeinen näher an die Kurve schmiegen, 
als dies für die Rechtecke in a) und die Trapeae in 
h) der Fall ist. 

Näherun gs weise kann also zwischen diesen Punkten 
die Parabel an Stelle der Kurve gesetzt werden. Der 
Inhalt der beiden ersten Flächenstreifen ist aladann 
näh erungs weise 



u,+u. 



.J(«x= + M + 7)aK = -J-(V-x/) 



+ -2 (x/-x/) + >.(x,-x„). 

Setzt man hierin x^ — s^i = 2 d und benützt 
Gleichungen (3), so geht diese Formel über in 
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Rektifikation ebener Kurve 



eclilw. Kuordinaten, 



91 



Wählt man n gerade u T^2r nud bildet ebenso 
U, + Uj. U5 + U,, . . ., Uu - 1 + Till und addiert die er- 
haltenen Ausdriicke, ao ergiebt sieh als dritte Kahe- 
rungeformel 

V = ^iij„ + y2r) + 2(y, + y, + ... + y,r-2) 



welche als „Sil 



+'i(y,+y,+-..+j»-i)}, (4) 

joii'ache ßogel" bekannt ist. 



Be 



liel: 



Für ä == 1, h;,; h,i ...; h„ = 4; 4,3; 4,1; 3,7; 
3,1; 2,9; 3,2; 3,6; 4; 3,9; 3,1 ergiebt sich nach den 
Rechtecksformeln 

Ün = 36,8, r,i' = 35,9 
nnd hieraus nach der 'iVapezforniel 

TJn"=- 2 (IJn + Un') = 36,35. 
n'scho Regel endlicii ergiebt 
U ^ 36,5. 



Itektiflkaliou ebener Kurven 
Koordinaten. 



rcclil w i nke li g on 




Krkliir ung. Uut«r der Rektifikatiou e 
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'J'2 Anwendung der Integralrechnung. 

verstellt man die Berechnung der Länge s des Kurven- 
bogena QP awiaolien den Punkten Q und P mit dea 
Abscia sen b und a. 

Ist y=if(x) die Gleichung der gegebenen Kurve, 
30 ist nach § 60 der Differentialreohnung das Linieii- 
element angegeben durcb 

4.=|/to' + d,- = ]/l+(jI)'dx. (1) 

Durch Integration folgt hieraus als Lii.nge des 
Kurvenbogens PQ 



s = Jyi+y'"=dx= Jl/i + f'WMx. 



(2) 



Satz: Die Länge des Kurvenbogeaa zwi 
eben den Punkten P und Q mit den Ab 
cissen a und b ist angegeben durch da 
testimmte Integral (2). 

Boispieie: 



1. Für die Asteroide (Fig. 31), deren Gleicliung 
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Rektifikation ebeiiei- Knvveti in reclitw. Koordinaten. 93 
ist, erhält man 



VK da= \ l+—, Idx 



.^J. 



Ganzer Umfang =-- 6 a- 

2. Die Kurre (Fig. 32) hat die Gleichung 




ay' =:x(x — 3 a)"; daher ist 



öy=, alst 



-3 r , ■ 



Für die halbe Bohleife erhält man mit x ^ 3a 
s = 2a]/"3~. 
Ganze Sciileife = 4a |'T . 
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Anwendung der Integralrechnung, 
3. Für die Parabel x° = 2py ergiebt sich 



und somit als Länge des Kurvenhogens OP (vergl. 
§ 16 Nr. S) 




OP = .= f)/l+|d, = |]yp-+,M. 



Lifl, 






-' 2 p 

4. Die Kettenlinie (Fig. 34) hat die Gleicliung 
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Bektiflkation ebener Kurv« 
daher iat 

3^ fyT+r^ds. 



1 in rechtw. Koordinaten, 
und 

somit gilt der 

Sotü: Der Bogen der Kettenlinie v( 
Punkt A derselben bis zu einem beliebigen Kurven- 
punkt P{xy) ist gleich j'y' — a', wo y die Ordinate 
dieses Punkta ist. 

5. Rektifikation der Ellipse. In Funktion einea 
Parameters t lassen sich die Ko idiniten t ines Ellipsen.- 
punkts darstellen durch 




x = a 


cost, y^Dsint 


dx = -aa 


n t dt, dy = b cos t dt. 


Bezeichnet man 


un mit s die ganze Länge der 
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9ß Anwendung lief Iiitegralreclmuiitr, 

Ellipae, so ist 

wo £ ~ die numerisclie Escentricität beaeichnet. 

Dieses Integral ist als ein elliptiaches niclit 
in eüdlicher Form darstellbar. Entwickelt man jedocb 
die Quadratwurzel nach Potenzen von coa^ t mit Hilfe 
des "binomiscten Lehrsatzes, so folgt 

4 ^'J " 2 '"* 8 ""■ ' 16°°* ' 

-¥i-(l)'.-ö"—(^e)'---l. 

womit der Bogen der Ellipse durck eine konvergente 
Potenzreihe dargestellt ist. — Für a==b oder e^tO 
geht die Ellipse in einen Kreis über, dessen Quadrant 

bekanntlich einen Bogen von der Länge "j"^=""ö"* 
besitzt. 

§ 3L Bektiftkation in Pelarkoonlinaten. 
Wendet man Polarkoordinaten au 

so folgt hieraus 
ds — dr cos ip — r sin y dy, dy ^ dr sin gp + r cos q, &g>. 
Setzt man diese Werte in ds' — dx* + dy" ein, 
so ergiebt sich für das Tjinieiieleinent der Ausdruck 



''=]/^' + (^)''^r = ]'^- + r'ä^ 



(1) 
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Rektifikation in Polarkoordiiiaten. 

und hieraus durch Integration als Länge des Kui 
bog.n. Vq g 



. = J-^.,(-)%. 



(2) 



Satz! In Polarkuordioaten ist die Länge 
desKurvenbogensPQ^s zwischen den Punk- 
ten P heaw. q 70KI Azimut a bezw. <p an- 
gegeben durch das bestimmte Integral (2). 



Bei) 



.iole 



i. Für die Spirale des Archiniedes ist 



s= ri.Vy'' + a',dq, = a l\f +ld;p 

Vergleiche § 15, 8. 

2. Für die Cardioide (Pig. 24) ist 
r = 2a(l-foosy), r'=: — 2a sin y 

a - j'l/^H^r"'" dy = 2a Jf/T^ + cosy dy 

= 4aJco.^d^ = 8asin|-. 
Junker, Hähere Analysia. II. i 
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98 Anwendung der Integralrechnung. 

Für y = j[ ergiebt sich hieraaa als halber Umfang 
der Gardioide : 
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Rektifikation in Polai'kooxdinaten. 99 

3. Für die gewöhnliche Fusspunktkurve des Kreisea 
(Fig. 25) r = a (1 -f- cos y) ist ebenso 



.=.j: 



C2(l + cos<¥)d9J=4asin^. 

Die ganze Kurve hat somit dio Lunge S = 8a, 

4. Für die allgemeinea Fusapunktakurye (Fig. 26) 
deren Gleichung r = a — (a — b)cos9> ist, ergieht sich 
als Kurvenlänge 



S^'iJ^ä 




]-(a— b)»— 2a(a— b)ct 



,_ 4afa— b) 
(2a- b)' 



Dies ist ein elliptisches Integral, das sich in äliu- 
licher Weise wie der Ellipsenbogen, § 29, durch Reihen- 
entwicklung berechnen Itlsst. Man erhält nach § 24, 
Formel (4): 
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■mv-av3.... 



5. FürdieCycloides 
erhalteii wir als Länge 



'J)'2(l- 



\Sf) dip ^2i 



— sinv),y = a(l- 



.JLfd^-S.. 



§ 32. Teilung von Flächen und ebenen Kuryen. 

a. Für reoLtwinklige Koordinaten. 
Nach § 26 ist der Inhalt U der Fläclie BCBA 
dargestellt durch die Formel 



u-JfW 



:)dx. 

lun ME = j die Ordinate des Punktes M, 
eaelbe halbiert, so ist offeabar 




i F(x) das Integral J'f(x)dx bezeichnet, 
F(x)-F(b) = F(a)-F(x) 
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Soll die FläebeBODA durch die Ordinate y 


des 


Punktes M in zwei Teile zerlegt werden, die sicli 


ver- 


haiton wie mm, so berechnet sich die zugehörige 


Ab- 


Bcisse aua ^^ r-^ 

J f(x)dx:J f(x)dx = m:ii 






b X 
oder aus 


(2) 


E(x) -^(^>+"^(^'. 






lat ebenso M der Mittelpunkt des Bogens 


PQ 


fFig. 37) dessen Koordinaten x, y sein sollen, so 


. he- 


rechnet sich die Absoisse dieses Punktes aua 


der 


Gleichung /»^ /*» 







-f--f 



(3) 



wenn F (x) = J" ds gesetzt wird, aus 

F(x) = -^^{F(a) + P(b)}. 

Der Pnnkt M teilt den Bogen PQ 
m ; n, wenn die Bedingung besteht: 

I ds: I ds — m:tt oder wen 

Satz: DieAhsciase desPunktes M, dessen 
Ordinate y die Fläche BCDÄ, hezw. den 
Bogen BA im Verhältnis ni:n teilt, berechne t 
sich als Wurzel der Gleichung (2), hezw. (3). 
b. Für Polarkoordinaten. 

Ist die Gleichung der Fläche in Polarkoordinaten 
r, f gegeben r = f(gi), so berechnet sich das Azinint f, 
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dessen Radiusvektor OP ^ r die Fläche AOB halbiert, ( 



JrM^-Jr- 






3* (y) = J" r' dy gesetzt wird, : 




Soll sich die Fläche OAP:OBP = m:n verhalten, 
so erhält man das Azimut ^ des gesuchten Vektors 
OP aus p r"!> 1 

äij r'dfl'^m J r'dy oder aus | 



«(^j^iJ^i^H-iä-I?) 



W 



n + n I 

Ist ^ hieraus berechnet, so ergiebt älch der "Wert 

des augehörigen Vektors aus der Gleichung r==f(^). 
Ebenso berechnet sich das Azimut ip desjenigen 

Vektors, der den Bogen AB im Verhältnis m:n teilt. 

aus der Gleichung 



njä.-mjd.odo,..™ ] 



(6) 
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1 Flächen and eljenen KurTßn. 



1. Die Fläche der Parahel j = p s^ durch ei 
ParaDele zur s-Ase im Verhältnis m : n zuteilen. 
Man berechnet die Abacisse x des Punktes P i 



nJpxMx^mJpsMs 



m + n """^^ 7;iS + n' 
2. Fläjhe und Bogen der Cardioider = 2a(l + oosy) 

durch einen Eadiuavektor zu halbieren. 

Die Fläche wird durch einen Vektor vom Azimut 

ip halbiert, wenn die Bedingung stattfindet 



Jr'dq,=Jr'd9>, 






als (transcendente) Beatimmungsgleiohung für '/i ergl 
costsiaV. + 4sini;' — -^(tc— SV-j^O. 
Der Badiuavektor (r, ip) halbiert den Bogen < 
Cardioide, wenn 

I ds = J ds oder wenn nach § 31 
' * 

2mn-|--.mi = l oder 



3. Den Kreis quadr an teu OAB durch Parallelen 
OB in n-gleiche Teile zu teilen. 
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104 Anwendung der Integralreclinung. 

Sei PO-y die k'« Teilgerade, so veriiält aicli 
Fläche BUCP;CPA = k:n — k; daher erhält man zur 
Berechnung der Abscisse x des Punktea F die Qleichung 







13 y und demgemäss 






! Gleichung über in 



= 0, 



die zur Berechnung des "Winkels <p dient, 

4. Den Quadranten der Lemuiskate r' = a'co3 2f 

durch einen Kadiuavöktor r, f zu halbieren. 

Man erhält als Bedingungsgleichung anr Berech- 
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I cos25'dgri=J aos2qidqt und hieraus 

aiu2ip = l — ain2¥ oder 
2sluä9-l, siii2y = Y, 

29. = -^,^ = ^; r^^\% 
wodurch eine einfache Konstruktion augezeigt ist. 

en Kadius- 
berechnet 



Soll die Flüche allger 



durch 



vektor im Verhältni 
sich das 



geteilt werden, 
Azimut q> aus 
i2y = m(l — sin25p) 



: Vektor selbst aus 



,3 2y^^_r-, y^+2iun 



YII. Abschnitt. 

Anwendung der Integral] echnung auf die 

Geometrie des Baumes. 

§ 33. Kubatur Itegrcnnter Räume. 
Erklärung, Unter der Kubatur eines Volumens 
versteht man gewöhnlich die Berechnung eines ßaum- 
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Anwendung der Integralreclinnng, 



Inhalts, der von ebenen oder gesetzmäsaig gekrümmten 
Flächen oder von beiden begrenzt ist. 

Eine Ebene x = s parallel zur yz-Ebene schneide 
aus dem Körper (Fig. 40) eine Scheibe ABC vom 
Flächeninhalt Uj heraus, der mit Hilfe der gegebenen 
Flächengleichung F(xyz)=:0 in Funktion von x aus- 
gedrückt werden könne ; 

TJ,-tW. 



rr 


x-jc^ 


fl 


< 


B\ii, 




" 




'J 



Fig. 40. 

Alsdann unterscheidet sich der Rauminhalt, der yoq 
der Flftohö F(xyz) und den Ebenen x und x+ds be- 
grenzt wird, um eine unendlich kleine Grösse höherer 
Ordnung von dem Inhalt des Cylinders, der als Grund- 
fläche Ü uud a]s Höhe dx hat. Dieser Cylinder darf 
daher an Stelle der Scheibe gesetzt werden. Dia 
Samme aller dieser Subeiben awiscben den Ebenen 
x=;b und x = a ist alsdann angegeben durch 



V= j TJsds=J f(x}dx, 



(1) 



ninhalt V, der von 
;nen x = b und x-a 



yGoosle 



Knbatur begrenzter Räume. 



Fläche P begrenzt 
immtelutegral (1) f 



Viva, i 
..gedr 



1, Die Gleichung 



stellt ein Paraboloid dar, welches die yz-Ebene in 
3 = berührt und die zx — , hezw. ly-Ebene nach den 




Parabeln z'^c^x beaw. y' = b°x schneidet. Jeder 
ebene Schnitt U parallel zur yz-Ehene ist eine Ellipse, 
welche ia der Eutfernung x von dieser Ebene den In- 
halt U = Jtbcx hat. Der Rauminhalt V des Para- 
bololds zwischen den Ebenen x^=o x=^a ist alsdann 
nach Eormel (1) 



2. Das EUips 
E(xyz)=(^ 



id bat bekanntlich die Gleichung 

r+m"+(4-r-i-»- 



Ein Querachnitt, parallel zur yz-Eber 
fernung x gelegt schneidet dasselbe nach 
mit den Axen 



1 derEnt- 
ler Ellipse 
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108 Anwendung der Integtalreclinung. 

und dem Inhalt 

r.,.5(.._..,=.bo(i-i;y 



Der Inhalt des ganzen Ellipaoida ist somit an- 
gegeben durch 

V = J7,bc[l— ^JdK = -|-Jiahc, 

woraus für c ^^ b ^= a ala Inhalt einer Kugel vom 
Radius a hervorgeht 

3. Das einmantlige Hyperboloid (Fig. 43) bat die 

Ein Schnitt senkrecht zur z-Axe in der Entfer. 
nung 2 von der xy-Ebene giebt eine Ellipse von den 
Halbaseu 
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Kubatur begrenzter Räume, 
und dem Inhalt 



Der EaumiDhalt des ein man tilgen Hyperboloides 
ist dahei 



T = /,.l(l- 



4. In der Entfernung c von der Ebene einea Kreises 
vom fiadius a liegt parallel zur Kreisebene eine Leit- 
linie, An dem Kreisumfang und der Leitlinie gleitet 
beständig senkrecbt zu dtiraelben eine Geradö hin. 
Volumen des erzeugten Coiioids? 

Es iat 
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V-Juäx»»/!'.- 




Hg 44 Flg. «. 

Scheidet die Leitlinie von der x-Ase, bezw, z-Axe 
die Stuoke \' «nd c dh, '•o ist 

daher auch 

V = J IJds^cJ y^-^Ml — -^jdx 



§ 34. Enbatur von Rotationskörpern. 

la der xy-Ebene liege die Kurve 

y-fW- 

Dreht sich dieselbe um die x-Äxe, so beschreibt 
irgend ein Punkt P derselben mit den Koordinaten xy 
einen Kreis vom ßadiiis y. der somit den Inhalt hat 

TJ=„y'^„f=(x). (1) 

Legt mau in der Entfernung ds von derselben eine 



y Google 



Kubatur ^ 



1 Rotationskörpern. 

e, BO sollneidet c 



weitere Ebene senlt recht zur > 
aus dem erzeugt ea TJmdrehungskörper einen zwe 
Kreis aus, der mit dem ersteren und der Drehui 
oberfläciie einen Kaum einscliiiesst , der sich nur 




ein unendlioli Kleines höherer Ordnung von dem In- 
halt ITds des Cylindera unterscheidet, der zur Grund- 
fläche U und zur Höhe dx hat. Dieser darf also an 
Stelle jenes Rauminhalts gesetzt werden. Ea iat 

dV = Udx = jij^ds = jtf"(x)ds. (3) 

Hieraus ergiebt sich durch Integration als Inhalt 
des Drehungskörpers zwischen den Ebenen x^b und 

V- J Udx-;i J yMx = jr J P(x)ds. (2) 

Satz: D reht si ch eine ebene Kur vey-f(x), 
die in der xy-Ebene liegt, um die x-Axe, so 
beschreibt die Fläche BCDA zwischen den 
Kurvenpuakten A und B mit den AbBcissen 

halt durch das bestimmte Integral (3) an- 
gegeben ist. 
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Anwendung der Intogralrecliiiung, 



1. Die Parabel y = px' erzeugt Lei der Drehung 
um die x-Axe einen Umdrebungskörper, deasen Inhalt 
zwischen den Ebenen x^O und x = x angegeben ist 



V = jt I yMx = jt j p'^x dx^= -^ p 



-^7- 



2. Dreht sich die schleifen form ige Kurve 

■'■y'-i"("'-i') 

um die x-Axe, so ist der Inhalt des erzeugten Eotations- 
körpera zwischen, den Ebenen s = und x^x 



V. a' 



')ä— T?hr«'-i 



Die ganze Schleife beschreibt somit einen Körper 
n Inhalt 



3. DiLrch Drehung der Cissoide 
(2a — x)y'^x' 




um die x-Ase wird ein KÖrpei 
halt besitzt 



gt , der der 
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Kubatui- von RolationskÜrpern. 11; 

4. Der Rotationskörper der Äateroide (Fig. 31} 




1 Inhalt des erzeugten Körpers ist somit 



lOo 35 ■ 3 ' 

5. Die Cycloide hat dio Gleioliungen 



Bei der Dreliimi^ um 
1 Rotationskörper, des 



V = Jf jyMx. 



Junker, Höhere Analysls. 
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114 Anwendung der Integralrechnung. 

Nun ist dK = a(l — cosy), daher ist aucli 

rr 

( 3 1 . , 

= j,a iy — 3sin9) + --(q:. + sinycosq,)— -g-smycoa 

2 . ]f 

Der erste Abschnitt 9» = 2iT erzeugt daher ein 
Rotationskörper vom Inhalt 



e.DieKurfe j'b + x'a — x'=0 beachreiijt b 
Drehung um die x-Äse einen Eotationskörper , c 
Inhalt ist 



-iP- 



>•)'''=«,. (ä«'-4«- + l)- 




g 35. Kubatur von cj'linilrisclien Rilumei 
Gegeben seien die Kurven 

y=f{s) in der xy-Ebene und 
z=y(x) in der zx-Ebene, 
Gesucht sei derHauminhalt V, di 
;hen y = f(x) und z~g5(x) und de 



den Cy linder - 
n parallelen 



eingeachloasen wird. Ein 
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oyli ndrischen Räumen, 



Ebene x^x senkreclit zur x 
Körper ein Rechteck PADB 




PA = a = f (x) und rB = 
heraus, welches somit den Inhalt 

V = JZ = l{K}r(l) 

hat. Der Inhalt des Körpers zwischen den Ebenen 
x=^h und x^a ist somit angegeben durch 



(1) 



V Jyzdx^ j*f(x)y(x)dx. 



Satz! Der Inhalt des cylindrischen 
Raumes, deryon den beiden Cylinderflä che n 
y = f(x), z = y(x), dea Ebenen 5 = h und x==a, 
der zx-Ebene und xy-Ebene eingeschlossen 
wird, ist angegeben durch daa bestimmte 

':"""'"'<"■ B.i.,1.1.: 

1. Inhalt dea Körpers, der von den beiden Cyhndern 
y' = x(2a— x), z'' = 4aic, 
der zs- und der xy-Ebene begrenzt wird. 

Man erhält 

V= J 2yax"C2a~x)ds = 2^äJ ty2a — xds. 
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Setzt 11 
V27 



L Wendung dei' Integralrechnung. 
x = f, x=^2a — 1=, dx = — 2tilt, 




Fig. 50. 

D ergiebt sich nach § 13, b, 3 



l'xl'aa 



2. Der Rauminhalt , der von den beiden parabo- 
lisch en Cylinderfläclieo 

z= = ax, y= = bx, 
der Rbene x = x und der zs-Ebene erzeugt wird, 



P" x^ 

V = J j/axl/bxds^V'ab— ■ 



1 



r^ja. 



3. Den Rauminhalt zu bestimmen , der 
Ebene z = s tg a , der OylinderflÜche x' -f- y° = 
xy- und zx-Ebene begrenzt wird. 

Es ist ^ = {^^i^~^\ z = y-xtga, 
daher 
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4. Man berechne den Eauminhalt , der 
Cy] inderfläch en 

und der as-Ebene begrenzt wird. 




Man erhält 
V = Jl/^T^^i^l/^^^^Mx^J (a— x)t''E;:^i'dx 
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=l[.-r5- 



16 



»1(3 + 2V'2). 



5. Den Rauminhalt zu berechnen , der von den 
beiden Cylinderflachen 

und den drei Koordinaten ebenen begrenzt ist. 




-g-V-J jadx^J(a'--xOd 



= "ö" a , somit 
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Oberflächenberechnung von Rotationskörpern. 

g 3R, Ol)erflSlclieiii>erechiinng (Komplanatlon) v 
Rotationskörpern. 

In der xj-Ebene liege die Kurve y=:f(x). 
dieselbe um die x-Äxe gedreht , ao beschreibt 
eia Punkt P derselben einen Kreis vom Eadius y 
dessen Umfang 

2»j = 2;.f(x) 
ist. Die Scline PP' = d3, weiolie den Punlst 



Wird 
irgend 
= !('), 




Flg. M, 

dem benactbarten Punkt V' verbindet, beschreibt hiebei 
eine reifförmige Fläche, deren Inhalt 

dIJ = 2Jtyd3 = 2™f(x)d8 (1) 

ist. Hieraus ergiebt sich aber durch Integration als 
Oberfläche des Umdrehuugskörpers, den der Korven- 
bogea BA. zwischen den Punkten B und A mit den 
Abscisaea b und a beschreibt: 



U = 2^J yds = 2'Fj f(x)ds. 

Nun iat bekanntlich da ^ /l -Fy'^ ^^ , 
1 Oberfläche auch angegeben durch 



(2) 



[J = 2.J 



f(x)yi + y'"^dx. 
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SaU: Der Kurvenbogeu AB zwischen 
den Ebenen x = a und x^b beschreibt bei 
der Drehung um die x-Äse eine Rotations- 
fläche, deren Oberflache dnrch dasbestimmtc 
Integral (3) angegeben ist. 
Beispiele. 

1. Oberfläche der Haibkagel, erzeugt durch 
Drehung eines Viertelkroisos um die x-Axe. 

Es sei x' + y' = a'' die ü-leichung eiaes Kreises 
YOm Radius a, dann ist 

U=2?i j yds = 2nj I'ä""^x^d5- 



U^2« j a.dx^2^a.\ 



Die Oberfläche der ganzen Kugel ist daher, wie 
bekiiunt, = 2 U = 4t a'. 

2. Kotationsoberfläohe der 8iuuslinie y = sinx 

Fx-2«J*yds. 

Ea ist y' = C03x, ds=yr+cö?xdx, daher 

■üx=2jr J sinxVi + coa'xdx^ — 2)1 J yn-coa'xdeosx 

- - 2;, |co8 X Vl+ZSi^ + -^1 {cos X + )/ LT^i^)|^ 
Ein Abaebüitt der Sinnalinie beschreibt somit bei 
der Drehung um die x-Äxe die OberÜSche 
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Oberfiächcnberechming toii Eotationskörpern. 121 
ü,=_2»{-t'2 + yl(-l + l'ä)} 
+ 2.{f2 + -l-l(I+)'2)} 

'i. Fläche erzeugt durch Drehueg der Parabel 
j' = 2px um die i-Äie. 

Es ist 

, = ß^.,r=l/|;,ds=]/ejSd,, 



IT, =. 2» J fäiTi . i/E+ ?? dx = 2« fp J I'JB- 21 i' 
»l''p(p + 2i)l'p + 2i. 
.ationsfläohe der Asteroide s^ -f 



4. Eotationsfläolie der Asteroide s^ -|-y 
Man erhält 



5. Für die Cyclüiilc x = a (9 - sin qi), y ^ a (1 — ooa ?) 
ergielit sich dx^a(l — cos^p), dy ^^ + a sin y, 



U = 2"^ J y ds = 16^ a' j sin^ 2 2 
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" . f I., i ■ • •'\ 

= — ^-'■•»»■y(='+"° yJ- 

Für 5P — 2JI folgt hieraas als Oberfläche eines retie- 
renden geauhlosaenen Oyeloidenabachnitts 
TT 32 , 8 , , 

g 37. Oberfläche von C.vHnaerflälcheii. 

1. Gegeben seien die beiden Cjlinderflächen 
y = f{x) und z = y[x), 
die sich nach der Eaumkurve PQ durchdringen. 

Man suche den Inhalt der Scheitelfläche PCDQ 
und der Stirnfläche PÄEQ zu ermitteln. 

Hat Punkt T die Koordinaten xyz, so darf der 
Flächen streifen TS bis auf eine unendlich kleine Grösse 
höherer Ordnung mit einem Rechteck von der Breite 
da =: ydx;^ -|- dz' und der Lange y verwechselt werden, 
daher ist näh erungs weise das Element der Cylinder- 
fläche PCDQ 




dU,,^yds = y|/l + i|jj^dx. 
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Ebenso ergiebt sich als Element der Cyliaderfläcke 

somit ist ^ 

Soheitelfläohe PCDQ = Uax = J y ]/l + (li-f '^^ 

= J'fx)i/l+^^dx; (3) 

Stirnfläche PABQ = lIy;i= ( 2]/l + f4") ^'^ 

-J,.(x)Vl+i'^dx. (4) 

Satz: Die Oberfläche der Cylinderf lache 
PODQ, bezw. PABQ ist angegeben durch 
das bestimmte Integral (3) bezw. 4. 

2. Ist an Stelle der Cylinderfläche z = cp(x) die 
ailgeraejnere Mäche z^P(xy) gegeben, welche die 
Oy linderfläche nach der Kurve PQ schneiden möge, so 
ist die Oberfläche PABA — TJ des letzten Cylinders 
dargestellt durch: 

TJ= rzds= rF{xy)|/r+F"dx oder 



u=Jf(., 



f)yi + f'"Mx. (5) 



1. Rauminhalt, Stirn- und Scheitelfläohe der Durch- 
dringung der beiden Oj'linder zu berechnen: 
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a) Der Kauminhalt ist nach § 35 

V — J yzdx = J |''4axy^-=^"""ds 



^/^''•■— i-iV- 




ß) Stirnflaohe^ zdi 



= J- 



f) Scheitelfläohe= I yda, 
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Oberfläche von Cylinderfläclien. 
Scheitelfläche = | l'ä^— i']/l+ ^- dx 






2. Durchdringung von Kr ei scy linder und Kugel 
Man erhält 




somit ist Cyliiiderfläche POA (Fig. 57) 



aya fds_ , 

-2 .;?£-"■ 
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'6. D Liroli dring ung der Cji'linderä.äohe j^ = a; 
mit der Kegelfläohe 



y-l'i; 



und somit für die ganze Oboriläohe dos Cylindei 
sehen xy- Ebene i: 



2TJ = 2Jzds-2j: 



= — 2o}'ä} 



1 =2a 



§ 38. Rektifikation von RaumkuiTen. 

Eine Raumlturve kann als Darchdriugungakurve 
zweier Flächen, a. B. aweier zu den Koordimiten- 
ebenen senkrechten Cjlinderflächen betrachtet werden, 
dann hat sie die Gleichungen 

:i = x, y-fW, ^-g(x). (1) 

Sind die Koordiaaten eines Punktes im Baum als 
iTuaktioneu eines Parameters t ausgedruckt, so ist die 
Raumkurve auch dargestellt durch 

x-y(t), y = V[t), z = x{t). (2} 

Sind aladann P und P' zwei benachbarte Punkte 
derselben mit den Kuordinatea xyz ; x-j-A». y + AJi 
7,-\-^z^ 90 ist deren Entfernung angegeben durch 

As=yÄ^^"ÄyM^Ä^^ (a) 

Rücken die beiden Punkte P und P' nnendlich 
nahe zusammen, so ergiebt sich hieraus als Linien- 
t der Kaumkurve 
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Rektifikation von Eanmkurven. 



M^U 



Durch Integration folgt endlich hierE^iia als Länge 
des Kurvenbogeus zwisclieü zwei Punkten P rnid Q 
mit den Abscissen x„ und x 

8=Jn>f'" + ^dx oder (4) 

Beispiele: 
1. Die Schraubenlinie (Fig. 59) hat die Gleichungen 

h 

x = rco.t, y = r.,nt, .= 2^t, 
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-i"l''' + S<"-2i ''*-'" + '"'■ 




2. Die im vorigen §, Aufgabe 2, auftretende sphä- 
■isclie Kurve hat ia Polarkoordinaten die Gleicliungen 

Jt^-g-C + cosy), y=-2-siny, z = acos— . 

Hieraus folgt 

x'^—^-siiiy, y' = -2-co3y, z' = — — siny 

Der Bogen AP (Fig. 57) hat alsdann die Länge 
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Dsis Integral ist ein elliptiachea und kann auf die 
Form gebracht werden 



-^^lf^¥^^. 



welche eine Berechnung durch Eeihenentwickliing ge- 
stattet, 

3. Die Länge der gchnittkurve der beiden Flächen 



vom. Ursprung bis zum Punkt P{xyz) ■ 
Man erhält 

2x^ 2k 

y'=-^t IT 

und daher nach Formel (3) 

d._[/i+i-';+ij'ä._ 

Durch Integration folgt hieraus 

VIII. Abschnitt. 

Änwenännir '1er Intearalrechnnni; «uf die Statik. 

g 39. Olomente eines Punktsystems. 

Erklärung. Hat ein materieller Punkt Pi, ia 

welchem wir uns die Masse mi vereinigt denken können, 

von einer festen Geraden g die Eotferoung pi, bo heisst 

das Produkt Mr-p^mi, (1) 

Junker, Hähere Analjrsls. II. S 
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130 Anwendung der Integralrechnung. 

das „Momant r'*!^ Ordnung" der Masse mi i. 
zug auf die Gei-ade gi. 



P'l \P3 \V2 Vi 



iue Reihe von Punkten P, P, ...Pq mit den 
nig, . .. mn gegeben, die von g die Ent- 
fernungen Pi Pä . . . pü haben sollen, so heisat ebenso 

Mr = _^'pmi=m.p'+m,p'+... + mnpn (2) 

das „Moment rt«' Ordnung des Punkt- 
systems P,,P,.,.Fn'' in Bezug auf die „Moment- 
Für r = geht die Gleichung (1) über in 

M„= ^"mi=ni.-|-m, + ... + m„, (3) 

das heiast in die der G-esamtsumrae des Masaen- 
syatems mi. 

Für r=l heisst 
M,= S pirai = pj m,-f pjKij-f ... + pnmn (4) 

das statische Moment des Punktsystems 
PjPj.,.Pii in Bezug auf die Momentane g. 
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Wählt man p so, ds 

p^ini=-2pimi oder 



lelsst pMj = p^Dii 1 



1er 1 

^ 1 



de. 

Für r = 2 lieissfc 

Mj=2pimi = p,m, +p,m,4-...+pnmn (^) 
das „Trägheitsmoment" des Massensystema in Be- 
zug auf die „Trägheitsaxe" g. 

Denkt man sich die Massen m, m, . . , mn nicht in 
einzelnen Punkten der Ebene liegend , sondern auf 
einer Kurve, einer Flache oder auch im Raum stetig 
verteilt, so treten an Stelle derSummenforraeIn(2) bis (6) 
Integrale, wie die folgenden Paragraphc zeigen werden. 

§ 40. Scliiverpuiikt von krummen Liniun. 

1. Nehmen wir an, irgend eine Masse sei auf einer 
Kurve stetig verteilt und die Dichte der Belegung sei 
konstant und gleich g, so ist p da die Masse , welche 
längs dea Kurvenelements ds verteilt ist. Die statischen 
Momente dieser Masse in Bezug auf die beiden Koor- 
dinatenaxen aind alsdann 

^yds bezw. pxds. 

Durch Integration ergeben sich hieraus die sta- 
tischen Momente des ganzen Kurvenbogens zwischen 
den Punkten P und Q mit den Äbsoisaen a und h 



J eyds bezw. J psd: 



(1) 
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Anwedd-Ting der Integralrechnung. 



Erklärung. Der Schwerpunkts eines Gehildes 
ist derjenige Punkt, in welcliem man sich die Masse 



des ganzen Gebildes vereinigt denken kann. Hat der- 
selbe die Koordinaten fij, so sind 



ilj pds bezw. ij pi 



(2) 



die statischen Momente des Schwei^unkts des Bogens 
PQ in Bezug auf die x-Axe hezw. y-Äxe. Da nun 
im Falle des Gleichgewichts die entsprechenden Momente 
von (1) und (2) einander gleich sein müssen, so ist 
i!j'edB^j"eyds, ||pda=J'jixda oder 






Jyds 

_b 

Jds 



(3) 
Bogens PQ 



womit die Schwerpunktskoordinaten 
bestimmt sind. 

Satzi Die Schwerpunktskoordinaten eines 
Kurvenbogena zwischen den PnnktenP und 
Q mit den Abscissenaundb sind dargestellt 
durch die Ausdrücke (3). 
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Schwerpunkt von krnmmen Linien. 
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2. Ist die Gleickung der Kurve in Polarkoordi- 
nateii gegeben r^=f(y), so ist pdsrsingi das Moment 
des Elements ds in Bezug auf die Polaraxe s. und 
ebenso p dar cos (p das Moment desselben in Bezug auf 
die y-Ase. Das Moment des ganzen Bogens in Bezug 
auf die Polaraie bezw, y-Äxe ist daker 



ej dsrsi 



Sind S, n 
Bogen a PQ, e 



die Koordinaten des Schwerpunkts des 
berechnen sich dieselben aus 




r r ■ 

J roosgjds J psinyda 

Jda J ds 

ß ß 

Dia zugehörigen Pdarkoordiaaten des Schwer- 
punkts sind u,lsdanQ angegeben durch 

ß-FF+Y', tgt=-|-- 

1. Für den Schwerpunkt des Viertelskreiabogens 
ergiebt sich 
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Anwendung der Integralrechnv 



Jxd. J,d, 

f. Jd. 



2. Für den Schwerpunkt des 
hält man mit Berücksichtigung von § 29 




3. Die Koordinaten des Schwerpunkts des 1 
der Kurve (Fig. 32) 

vom Ursprung bis zum Punkt mit der Äbscisäi 
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Man erhält 





y 





'<_^_Xf\^ 




Fig. 3ä. 


daher ist 


* 5(x + 3a) ' ' 3 (■■■ a ■ s+3a 


Für s = 3a folgt hieraus 


4 a _ 


j_.j-., ,_— j-,,3. 


4. Für den Scliwerpunkt des Bogens der Cycloide 


x = a(y — sin^j), y = a(l — oosy) 


erhalten wir 


A „ . J''"' 


o j(8a' 




"J". 


8« C" 
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136 Anwendung der Integralrechnung. 

§ 41, Sehwerpiinkt von ebenen Figuren. 

a) Denkt maa sich die Fläche PABQ durch 
Parallelen zur y-Axe in Streifen von der Breite dx 
geteilt, so ist der Inhalt eines solchen bis auf eine un- 
endlich kleine Grösse zweiter Ordnung durch das Pro- 

-1^ 




dukt y ds angegeben, Ist die Dichte der Flächen- 
Lelegung konstaut und gleich p, so ist pyds dessen 
Masse und sind 

--.pydx hezw. x.gydx 

die Masaenmomente jenes Streifens in Bezug auf die 
x-Äxe, bezw, y-Axe. Die Massenmomeuta der ganzen 
Fläche in Bezug auf diese Axen sind daher a.ngegeben 

-g-J ey^dx bezw. J piydx. 
b b 

Sind daher i und ij die Koordinaten das Scliwer- 
punkts der Fläche PABQ, so gelten die Gleichungen 

j)J pyds^-^-J efAx, y eydx^Jexyds, 
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Schwerpunkt von ebene 

,or.u. folgt 

I X y dx I y" dx 

b 1 b 

J ydx J ^^^ 



Satz: Die Koordinaten des Schwerpunkts 
der FläohePABQ aind angegeben durch die 
Gleichungen (1). 

h) Ist r = !{?') die Gleichung einer Kurve in Polar- 
koordinaten , so liat der Schwerpunkt des unendlich 
kleinen PI ächen Stücks OPP' zwiscliea den ßadien 
r = f(qi) und r+dr = f(q> + d9>) vom Inhalt -„-r'dy vom 

2 
Pol die Entfernung -g-r and daher von der Polar- 

axe die Entfernung -^r sin 95. Das Masaeanioment des 

Fläohenstücks OPP' in Bezug auf diese Axe ist daher 

-5-rMg, e -^ r am ,> — — e r^ sin 9- dy. 




Die ganze Fläche AOB zwischen den Azimuten 
( nnd ß hat somit in Bezug auf die Axe das Moment 
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Ist daher p die Entfarnuug des Schwerpunkts der 
Fläche AOB von der Polarase, so ist 



|-Jr'3myd9' = p-|Jr'd<p, 

ß 

-^Jr'sinydy 



i sich p berechnet 



^J- 



Das Azimut 'p des Schwerpunkts der Fläche AOB 
bestimmt Bioli aus der Bedingung, dass die beiden 
Flächen ÄOC und COB gleich sein müsaen: 



p^ /.et 

Jr-d,_Jr'd 



Ist alsdann B der Eadiusrektor des Schwerpunkts, 
""' B=^~. (4) 

Satz: InPolarkoordinatenberechnen sich 
die Elemente p, Vi B des ScLwerpunkts der 
Fläche AOB aus (2), (3) und (4). 

Beispieler 
1. Scliwerpiinkt der Fläche der l'arabel y''=^2px. 
Man erhält 
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Schwerpunkt von ebenen Figuren. 
I xyä^dx I 2pxdx 

Jy2pxds Jyapxdx 

Tliält ■ 



2. Für den Schwerpunkt des Kreiactuadraniei 
x> + y' = a' erhält man nach Formel (2) 






^ß' 



Flg. 69. 

3, Den Schwerpunkt der Cydoidenfläohe zu h 
etiiamen. 

Ea ist 

x = a(^ — aian y = a(l — cosy), 

daher dK=a(l~cos!p)df, dy == — a sin f dy und 

J sydx !i^J {g> — sm<p){l—üoaq,ydv 



Jydx a=J(l 
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1 r 1 r'" 



j"y.i- .'Jd 



§ 42. Schwerpunkt einer beliebigen Fi^ur. 

Es Boi der Schwerpunkt der Fläche U gesacht, 
dia von den beiden Kurven y = f(x) und y = fi(x), so- 
wie den beiden zur x-Axe senkrechten Geraden x^a 
und x = b begrenzt wird. 

Man erhält als Flächeninhalt 

xj=/{t(i)-fH}ai (1) 

und als Moment in Bezug auf die y-Äxe nach § 41 

Mj=/ {fW-yW}dx. (2) 

Um das Moment in Bezug auf die s-Axe zu berech- 
nen, ist zn bemeiken, dass das Rechteck [f (x)^ip(x)] ds 
an Stelle dea elementaren Fläohenstrelfens zwischen den 
Oidinaten der Abscissen x und s-[-ds gesetzt werden 
darf und dieses Rechteck die Schwerpunkts ordinale 

besitzt -^[f(x)-|-9(s)]i daher ist 
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Mx--l-J{(._^.}d,. (3) 

Ea ergeben sich somit als Schwerpunktskoordinaten 




Fls, i 



Salz! Die Schi 



y:=95(x) und den heid 
X = b und jc = a begreni 
durch die b. 



nktskoordinaten der 
beidenKurveny=f(x), 
Parallelen zur y-Ase 
inzt wird, sind angegeben 
ten Integrale (4). 
Beispiele: 
1, Die beiden Parabeln y' = 2 p x und x' = 2 p y oder 

y = V2px = f und y=-^ = ^p 

achneiden sich im Punkt P mit den Koordinaten 
s = y = 2p. Gesucht ist der Schwerpunkt des (lineen- 
förmigeu) gemeinschaftlichen Fläehenatiioks beider Kur- 
ven. Man. erhält 



"=-[K'-I^}— S-' 
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1 r^" 



{nach 3) 
(nach 2) 



rP'-^P" = ^P- 




2. Dem Schwerpunkt der halben gemeinschaft- 
lichen Fläche AOP der beiden Kreise f = y = Va' — P 
und ;p = y = a — ya,' — x' zu bestimmen. 







r(4,,-3)/3) 
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Schwerpunkt von räuniliclien Gebilder 



4J{- 



.y.'-i'-.'fäx = -^ (4»-3y3). 

Daher iat 

_ My _ 5a _^_A 

^~ U ~2(4« — 3TT)' ''^ U ~ 2' 

§ 43. Schwerpunkt von räninlichen Gebilden. 

Schneiden die Ebenen x = x und x + ds ans der 
Flache f eine Scheibe vom. Inhalt Udx aus, dann ist 
sTJds das Moment dieser Scheibe in Bezng auf die 

jz-Ebene und|sTJdx die Summe der Momente eämt- 

lieher Scheiben von x=^b bis x = a oder das Moment 
des ganzen Körpers in Bezug auf die yz-Ebene. Iat 
daher i die Sohwerpunktaabaoisse des Körpers, so musB 

|/lJdx-/xUdx 

/xUdx 

/Udx 

Satz: Die 8 chwerpunktsabscisse i eines 
ränmlichen Gebildes ist ausgedrückt durch 
das bestimmte Integral (1). 
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144 Anwendung der Infegralrechntmg. 

Dreit sich beispiels weise die ebene Kurve z='f(x) 
in. der zs-Ebene um die x-Axe, so beschreibt sie eineo 
Rotationskörper, für welchen TJ^=jt z'^jcf (s) ist. 

Der ychwerpunkt desselben hat von der yz-Ebene 
die Entfernung 

i = —, (2) 

/fWdx 

Beispiel: 
1. In § 33, Beispiel 1, ist für das Paraboloid 

Tf = jrbcs, daher hat dar Schwerpunkt desselben von 
der yz-Ebene die Entfernung 

rebofs'ds -^- 



wbo/xds 



2. Die scbleifenförmige Kurve a'y'^=s'(a^ — x°) 
erzeugt bei der Drehung um die s-Axo einen itfltatioDS- 
körper, dessen Schwerpunkt von der jz>Bbene die Ent- 
fernang hat 
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Erste G iil diu i sehe Hegel. 
/lyMi /Kx--x')dx 



/jMx /(.- 



i*)di 



§ 44. Erste ßuMinlsclie Kegel. 

Gegeben sei die Kurve y = f{x) in der xy-F,boac. 
Dreht sich dieselbe um die s-Äxe, so beschreibt hei- 
siiielsweiae der Punkt P mit der Ordinate y einen 
Kreia, dessen Inhalt 

IJ = „y* = „f(K) (l) 

ist. Der Inhalt des auf diese Weise erzeugten Uotations- 
körpers zwischen den Ebenen x^=:lj und xi^a ist als- 
dann nach § 34 



V:^Judx=.j'y^dK = 2.J^d.. 



(2) 



t nach § 39 -.-/y'ds das Moment di 



Fläche DABO in Beaug auf 
die Ordinate des Schwerpunkts 



nker, Häliere Analy 
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146 Anwendung der Integi'alrecliniing 

d aller ist 



V = 2^j l 



■^ dx^27rMx^2Ji);F, W 

d. h. es gilt der 

Satz: Der Eauminkalt eines Itotations- 
körpers, der durch Drehung einer Figur 
— Meridianfigur — am eine in ihrer Ebene, 
liegende Axe erzeugt wird, ist gleich den. In- 




F\e. 71. 
halt dieser Figur [hier DABO) multipliziert 
mit dem Weg 2«»/, den ihr Schwerpunkt hei 
der Drehung beschreibt. 

Dieser Sat^ heisat „die erste Guldinische 
Kegel" und gilt für jede beliebige Figur, welche Um- 
grenzung dieselbe auch haben möge. 

Sind in Formel (4) V und F bekannt, so liiast 
sich hieraus die Ordinate i; des Schwerpunkts der 
Meridianfigur berechnen ; 

Tu vielen Fällen ist diese Art der Ermittlung des 
Schwerpunkts ebener Figuren sehr einfach. Siehe 
Beispiel 4. . ^ 

1, Ist die Meridianfigur ein gleichseitiges Dreieuk 
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Erste GuldiniscLe Regel. 
von der Seite a, das um eino Seite gedreht werde, ; 



2. ßaKminlialt des von dem Rechteck ABCD bei 
der Drehung um die Seite BC = b heschriebenen 

™"" V-.b. 2. -■- = ».■!,, 

3. Bei der Drehung um die Bahnlinie l)Psc:Iireibt 
nach § 34 ein Zweig der Cykloide 

x = a(9, — ainy), y = a{l — oosg-,) 
eine Rotationsfläche vom Inhalt 

211 ZTt 

V^^ !t /y^dx =^^ a'/(l — -eosipydip 

Nun ist nach § 41, 3 die Scliwerpuakts Ordinate des 
5 
gedrehten Zweigs '!="(■"» und dessen Flächeninhalt 

nack § 27,, D U2ji^3«a''; daher ist auch nach der 
Gnldiniachen Regel 
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V=2ji.;.Ux = 2jj.-|-a.3jca'-5«'a^ 

4. Dreht sich ein Halbkreis vom Inhalt U= ^ a' 

um seinen Durchmesser, so beschreibt er eine Kugel- 

4 
fläohe vom Inhalt V — -^- ji a^ (iaher ist nach Formel (3) 

die Entfernung des Schwerpunkts der Halbkreisfläche 
vom zugehörigen Durchmesser 

__ V _4a 

5. Khenso ist für den Kreisquadranten (Pig. 66) 



§ 45. Kirelte Unldinische Regel. 

Nach § 36 beschreibt der Zweig AB der Kurve 
= i (x) bei der Drehung um die x-Axe einen Rotations- 



körper, des 




I Oberfläche angegeben ist durch 

0-2 /yd.. (1) 
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Zweite Cmkliiiisühe Regei. Ii9 

Nun ist naoli § 40 y da das Moment des Elements 

da in Bezug aut die s-Axe. Das Integral |yds giebt 

die Summe aller dieser Momente von x — h bis x = a 

an, die nach § 40 gleich ij/ds ist, wo j; die Schwer- 

punkfsordiniite des Bogons AB uad j ds = a die Länge 
desselben bezeichnet. Es ist daher 

0=^2/t /yds==2JS'!/t!s oder = 2i7)?s, (2) 





Fie '■ 



Fig. ■/ 



X Ajce von dem 
■ ist gleich der Länge t 
r, öi-hwerpunkta. 



d. h. die bei der Diehun^ 
Bügen AB besohl lebene Plidie 
dieses Bogena mal dem We^,' 

Diesei b ttz gilt stets, üb dni Bogen AB eine ge- 
schlossene Figur darstellt odei nicht, ob er gesetz- 
mäasig krummlinig oder uniegelmassig gestaltet ist. 
Er repräsentiert die zweite GuJdinische Regel; 

Eine geschlossene ebene Kurve beschreibt 
bei der Drehung um eine ausserhalb des Um- 
fangs in ihrer £}bene liegende Axe einen 
Plächeninlialt gleich 2jrmai dem Moment der 
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AiiweiiduTig dei' lutegfalrecbimiig. 

in Beziehung auf die Drehaxe od 
dem Produkt aus IJmfaag derMeridit 
nd "Weg ihres Umfangachwerpunkts. 
i i'orrael (2) folgt 



Die a weite Guldinisohe Eegel kann also auch 
analog der ersten, zu Schwerpunktshestimmungen von 
Kurveobögen benützt werden. Siehe Beispiel 3 und 4. 
Beispiel: 

1. Xn § 40 ergaben sich als Koordiuateji des 
Schwerpunkts des Vierte) kreiabogens |=i;^= . Da 

dessen . Länge s ^=^ ■ a ist, so beschreibt derselbe bei 
der Drehung um eine Äse die Mäche 

was bekanntlioli der Flächeninhalt einer Halbkugel ist, 

2. ,Für den Cycloidenbogen ist nach § 27;^ hezw, 
§ 40 

4 
y = 8 a bezw. | ™ ?f a, tj— - a. 

Eine Schleife der Cycloide beschreibt daher bei 
der Drehung um die Schoiteltangente, bezw, die Bahn, 
linie einen Rotationskörper, dessen Oberfläche angegeben 
ist durch 

64 
0^2ni.S = l&^''&\ bozw. = 2j=j;S=-^-™a'. 

3. Dreht sich ein Halbkreis vom Badius a und der 
Länge. s=: IC a um seineu Durchmesser, so beschreibt 
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Zweite Ouldiniache Regel, 

er eine Kugel, deren Oberfläche 0=:4 
Schwerpunkt des Halbkreisbogens h.it dalie 
messer die Eatfemaog 




Dreht sich ein Kreisquadrant uni einen Halb- 
, 80 beschreibt der zugehörige Bogen von der 

B =-77- a eine Halbkugel, deren Oberfläche 



Länge a ^-^ a 
0^2Jia' ist. Der Schwerpunkt 8 
bogens hat daher von den beiden " 
die Entfernungen (vergl. § 40 No. 1) 
2a 



Viertelkreis- 
Halbmessern 



IX. Abschnitt. 

Das Do|)pelintegraI und seine Anwendung. 

§ 46. Das unbestimmte Doppel! nie ^i'ftl. 

1. Wie mau eine Punktion x = F (x) zwei- od 
mehrfach nach x ableiten kann und dabei erhält 



;ekehrt durch Integration 

r'-;F"(x)di+c, = jt(i)(ix+c, 



] ergiebt sich auch 

d. 
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152 yi^^ Doppeliiitegval und seine Aiiweiidmig. 
und liieraua durch weitere Integration 

— nfWdsdx+C.x + C.^SXs:, C,,0,), 
wo C, und Cj die Integrationskonstanten bezeichnen, 
die zunaolist beliebig gewählt werden können. 

Erklärung. Unter dem zweifachen Integral des 
DifEerentials i (x) dx dx versteht man eine Funktion 
F(x, CpGj) von X, welche aweinial nach s abgeleitet 

f(i) gi.bt 

2. Enthält die Funktion f (xy) zwei Veränder- 
liche X und y, die unabhängig voneinander sein aollen, 
so versteht man unter dem aweifaehen Integral 

V-nf(:cy)dxdy = P(xy) 
eine Punktion F (x y), welche nach x und y abgeleitet 
f[xy) liefert 

= "' , «'' 



9Tey 


-t(-y)=. 


» 8x . 


ä folgt 


beispielswi 
3^ 


!ue 




-JV-!' 


(ji,)<ij.. 



WO rechts dy an Stelle von ^y gesetzt ist, Erhält man 
hei der Ausführung dieses Integrals, wobei x als Kon- 
stante anzusehen ist, 

^^^-=;f(xy)dy = ö(xy)-fg(x), 

wo g{x) eine willkürliche Funktion von x allein oder 
eine Konstante sein kann, so folgt hieraus durch weitere 
Integration 
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« bestimmte Doppeliiitegral, 



153 



wo bei der Integration y als konstant anzusehen ist und 
ip(y) von j allein abhängt oder eine Konstante be- 
deutet. Führt das Integral J'G{xy) dx auf H(xy) und 
Jg (s) dx auf y (x) , 30 iai das unbestimmte Doppel- 
ißtegral allgemein dargestellt durch 

lt'(-j) = j{;f(ij)'ly}'äi-H(xy)+,.W + «.(,y). 
Dasselbe enthält deninaiAb an Stelle der Konstanten 
zwei willkürliche Funktionen vis) und V(y)- 

g 47. Das l>estinnute Doppelintegrral und seine 
geometrische Bedentnng'. 

In der xy-Ebeue liege ein Viereck ABCD, dessen 
Seiten durch x = x, x^^a, y^y, y = h bestimmt sind. 

Alsdann sei z^f(xy) eme Funktion von x und y, 
welche für alle Punkte lenes Vierecks, sowie im Innern 
desselben eindeutig und at^tit ist. 




Ks soll dci "Raummhilt V bestimmt wm- 
von der Fläche a = f(xy), den Ebenen x = 
y = yi y~b und der xy-Elieno begrenzt ist. 
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154 Das Doppeliiitegral und seine Aiiweudnug, 

Teilt man AD = a — s in m gleiche Teile von der 
Lunge Ax^ und ebenso AB = li — y in n gleiche 

Teile von der Liinge A y ^ '" u^d l^gt durch die 

TeÜpuiikte Ebenen parallel zur ya-Eheue, bezw. parallel 
zur zx-Ebene, so wirii der Eaum V ia mn Säulchen 
zerschnitten , welche naher ungs weise als Prismen von 
der GrundMohe 

a — s b~y 
AxAy = ^--— — ' 

und den Höhen 

^kh = f(x + kAx, y + bAy), 
wo k = 0, 1, ..., m— I, h = 0, 1, ..., n — l ist, be- 
trachtet werden können. Durch Addition dieser mn 
Prismen ergiebt sich für V näherungsweiae der Ausdruck 
f„,-AxAj{t(xj) + f(ii+Ai,r) + t(',J + Ay) 

+f(x+2Ai,y)+f(s+Ai, y+Ay) 

+f(j, y+2Ay)}+... 

+ f{x + (m-l)Ax, y} + ... 

+ «{x, y + (n-l)Ay), 
der dem wahren "Wert V um so näher kommt, je 
grösser m und n gewählt werden. Beim IT ebergang 
zur Grenze ist 

lim Vmn =^ V. (2) 

Um diesen Grenzwert zu erhalten, entwickle man 
in (1) Jede der "Punktionen f(x+kA x, y+hAy)naoh 
Potenzen und Produkten voa Ax und Ay u"-d setze 
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dann ergiebt sich auf ganz ähnliche Weise wie in § 69 

der Differentialrechnung ftir lim Vmii die Ecihon- 

entwicklung 

BnV.n-(«-x)(b-y)|t(xy) + -2, {(.-!;)|i 

+2(.-.)(b-,),-j^+(l,-,)'^-^. J +..J 

wodurcli der Rauminhalt V ermittelt ist. 

Satz! Der Eauminhalt V, der vou der 
Fläche a = f(xy), den vier Ebenen s = x, x=-a, 
y = y, y = b und der xy-F.beue begrenzt ist, 
lässt sich durch eine konvergente Totonarcihe 
von dor Form (3) darstellen, deren Grenzwert 
V ist. 

Setzt man hierin x^O, y=0, so erhält man den 

SatK: Der Rauminhalt V, der von der 

Fläche a = f{5y), den Ebenen x = a und y = b 

sowie den drei Koordinatenebenen begrenzt ist, 

ist angegeben durch die Keihe 

V-«b{.(x„+^,(.|i + .|^) ,4, 

Beispiel: 
Ist z=f(xy) = Äx= + By' die Gleichung eines 
Paraboloida , welches die xy-Ebene im Ursprung be- 
rührt, so ist der Eauminhalt, der von dieser Pliicbc, 
den Ebenen x = a, y=b und den Koordinati-nebeaen 
begrenzt ist, angegeben durch 



y Google 



J Das Doppelintegral und seine A 

Setzt man nach c^Aa^ + Bb', i 



'i. Denken wir 


■ uns in a=E(xy) die Variable x = 


istanfc, so hat 


in Fig. 77 die Flache FABQ Je 


lalt 


U,-/f(x.j)dy. (5) 



Legt man nun parallel üu dieser Fläche in der 
Entfernung dx eine weitereEbene, so schneiden dieselben 
aua dem Eaum V eine Scheibe aus, deren Kauiiiinbalt bia 
auf eine unendlich Heine Grösse höherer Ordnung durch 



u.dx = j/f(x,y)djjdx 



Inhalt aller dieser Scheiben 
Uj Uj Uj . . ., die von x ^ x bis x ^^ a durch Ebenen 
parallel zur yz-Ebene in der Entfernung dx vonein- 
ander gelegt werden können , ist angegeben durch das 
Doppelintegral a , b ^ 

WO bei dei letzten Integration ^ und 1 al Konat nte 
angesehen werden können 

Da min zu dem gleichen Resultat gelangen n uis, 
wenu man len Enm V duri-li libenen i aiallel 7ui zx 
Ebene zeilegt ind die erhdltei en Scheiben summieit 
so folgt: 

V-;j/l(x^ld^ i U /j/f^ .)k] l Ci) 
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wo bei der Int g at on n&ch x 1 ezv» y, dy und y, 
bozw. dx und s als konst nf anzun hm u sind. 
Ergielit siel 1 le f Igende Jü gration 
)f{iy)dy-G(x ) + C 
WO X als konstant gedacht ist, so ist das beatiraiiite 
Integral (5) angegeben durch 

«, = /thy)äy-G(«,i.)-ö(»,y)- 

Hieraus folgt weiter durch Integration nacli x 
Y = /{/f(x, y)dy}dx-/GCx,b)dK~/G(x,y)dx. 



Die beiden Integrale rechts si 
selben Form und können durch Vertauachung von i. 
und y in einander übergeführt werden. Erhält man 

/0(i,j)ix = J,-(.,j)-l'(x,y), 

und wenn man hierin li mit y vertauscht 

/ G (s, b) dx = F (a, b) — F (x, b). 
y 
Das Doppel integral V zwischen den Grenzen a 
X und h, y iat somit dargestellt durch 

V = //f(x,y)dxdy = F(a,b)-F(a,y)-F(x,b) 
+ F(x,y). (6) 

Die rechte Seite dieser Gleichung giebt zu er- 
kennen, dass sioli das Integral nicht ändert, wenn man t 
mit s und gleichneitig b mit y vertauscht. 
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Satz: Ein Dopp eliategral bleibt seinem 
Werte nachungfiändert, wenn man dip oberen 
Grenzen mit den unteieo Teitauscht. 

Der Wert des Doppehntegrala gekt jedoch m den 
entgegengesetzten üliei , sobald man nur die Grenzen 
eines Integrals miteinander vertau'^oht 

3. Bs erübrigt noch zu zeigen, da>« die Entwick 
hing (3) von Lim Vmu mit dem Doppellntegr^l (5i 
bezw. (6) übereinstimmt 

Nach der Definition de'^ DoppehntegraK i--t 

Hiersii. folgt """T 

Entwictelt man alsdami ]?(x+k, y + h) nach 
Potenaen und Prodnkten von k und h, ebenso F(x-i-k,y), 
F(x, y+h) nach Potenzen von k, bezw. h und setzt 
nachträglich k = a — x, h^b — y, so folgt; 

l?(.,b)-F(xy) + (a-x)j^ + (b-y)j^ 

S'F 



+ 2!{<— -'•i?+^('-'(''-''l; 



Sy'l 
-F(.,j)_-P(xy)-(.-x)|5__^lj(,_x).?L?_.., 

-F(x,l,)_-F(x,)-(b-y)||-i(b-r)-'^-... 
P(xy)- F(xy). 

Nach Addition dieser Gleichungen und Berück- 
sichtigung von (7) und {7') ergiebt sich unmittelbar 
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Doppelintegrale mit Yeriintlerlichen Grenzen. 159 
F(ft, b)-F(a, y)-F(x, b) + F(x, y) = limY,un oder 

womit die lieber einstimmutig der Eeihenentwicklung 
(3) mit dem "Wert des bestimmten Doppelintegrala {6} 
gezeigt lat. 
g 48. Doppelintegrale mit veränderliclicn Orenzen. 
In. der sy-Bbene Hege eine krumme Linie, welche 
die GHeichung j = gj (x) besitzen und die x-Axe im 
Punkte K — a, die y-Äxe im Punkt y = b beschneiden 
möge. Ferner sei gegeben die Fläche z = f(xy), welche 
für alle Punkte des Kurvenbogens AB oder innerhalb 



^'■fi^mJk---^ 




V- 


j * 


..■■V"-y 


r 



endlich sei. Sodann 
senkrechter Cy linder 



der Figur OÄB eindeutig u 

werde über OAB als Basig ' 

konstruiert , dessen obi 

Fläche z ^ f (x y) gebildet werde und dessen Inhalt V 

sei. Legt man alsdann in der Entfernung OD = X eine 

Ebene parallel zur yz-Ebene, so ist der Inhalt der 

Flache CDEF angegeben durch das Integral 
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s 
CDEF-ff(xy)dy, 

wo X iK konstant bu betrachten ist Legt mau alsdann 
parallel ^u dieaei ELene eine zweite Ebene in der Ent- 
fernung x + dx von der TZ-Ebene, so schneiden beide 
Ebenen aus dem Eüuni V eine Scheibe aus, deren In- 
halt bis auf eine unendluh lihün Grösse höherer Ord- 
nung richtig angegeben ist durch 

Ui-j/tCjyjajjdx. (1) 

Durch Summation aller derartigen Scheiben you 
X = bis X ^ a ergiebt sich alsdann der Inhalt V, der 
nunmehr ausgedrückt ist durch das Doppelintegral 

V--^/{/f(xy)dy}dx. (2) 

Legt man Ebenen parallel zur ax-Kbeni>, so lii.sst 
sich V auch berechnen durch 



V = /{/f(xy)dx}dy. (3) 



Satz: Der Rauminhalt V, der voji der 
Cylindcrflächo y = y (x) (oder x-,;,(y), der 
xy -Ebene, der Fläche z = f(xy) begrenzt wird, 
ist angegeben durch jedes der hei den Doppel- 
integrale (3) oder (3). 

Beispiele: 

1. Um den Eauminhalt eines Okianten des drei- 
axigeii Kllipaoids 

zu berechnen, hat man 
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Tangentenebene, Normale 



und in. der sy-Ebeae die Kurve 

j-j(x)=b|/i-|; 

daher ist ^- ^ 

I'ür das innere Integral, in welchem k konstant 
ist, erhält man den Ausdruck 



der nach Einführung der Grrenzeii übergeht in 



daher ist , n . 

Das Gesamtvolumen dea Ellipsoids ist daher 
8V_i-„bc. 

g 4a. Taugrentencliene , Normale einer Fläche. Ober- 
flächenbercchming mit Doppelintegralen. 

1. Ea sei z^f(xy) die Gleichung einer krummen 
Fläche und I? (x y z) ein Punkt derselben. Dann hat 
bekanntlich eine beliebige Ebene durch denselben die 
Gleichung 

Junker, Höhere Aualysla. It. U 
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162 Pas Doppel integral und seine Anwendung. 

j_,_„(5_,) + „(,_,), (1) 

■WO §, 5;, S die laufenden Koordinaten liezeiohncn. Legt 
man nun durch P(Kyz) die beiden Ebenen ij^y und 
i:=x parallel zui zx-Ebene und yz-Ebene, so schneiden 
dieselben aus der Fläclie f zwei ebene Kurven heraus, 
deren Tangenten die Gleichungen haben: 



Diese liegen in der Ebene (1) , wenn die Bedin- 
gungen erfüUt sind 

dz dz 

Die Ebene (1) geht damit in die Tangential- 
ebene oder Tangentenehonc der Fläche z=f(xy) 
im Punkt P(s;yz) über und erhält die Gleichung 

f-z = p(f-x)+q(^-y), (4) 
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Tangenteiiebene, Normale einer Fläche. 163 

wo zur Abkürzung 

dT. hl 

-g— = p und -g — = q 
gesetzt ist. ' 

Erklärung. Jede durch den Puakt P in der 
Ebene (4) gezogene Gerade heisst Tangente der Fläcbe 
z = f{xy) und die Ebene (4) selbst Tangentenebene 
oder Tangentialebene dersolbon 

Erklärung. Eine im Punkte P auf der Ebene (4) 
senkreclitc Gerade hoisstNormale der Fläcbe z = f(sy). 

Die Normale im Punkt P{xyz) bat die Gleiuhungeii 



Maelit dieselbe mit doi 



(5) 
den "Winkel y, 



' V'l + p'+q"' "' 

2. Um dii Obcrflicbe IJ desjenigen Teils der Eläche 
= f (xy) zu berei-bnen, welcbes oberbalb der stark ge- 




zeicbneten Kuivt J = g: (xj odei x = V (j ) i^ der sy-Ebene 
Hegt, teile man die letztere durcb Ebenen parallel zur 
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164 Das Doppelintogral und seine Anwendung. 

yz- und zx-Ebcne in unendlick kleine Eecliteüke dx dy, 
Das über einem solchen liegende Element d U der Fläche 
z = f{sy) kann ohne Fehler ala eben und in der Tan- 
gentenehene liegend angesehen werden. Ist alsdann y 
der Neigungswinkol desselben gegen die xy-Ubene, so ist 
dxdy^dTJcosj- oder 

COSy 

Da nun y auch der Winke! ist, den die Fläthen- 
norinale mit der sy-Ebeno macht, so ist 

d u = dxdy yfTF-FqS" 

woraus sioli U in Form eines Doppolintegrals be- 
rechnen läsat. 

Satz: Der Flächeninhalt TT ist dargestellt 
durch jedes der beiden Doppelintegrale: 

TI=J I J yr+F+a'"dy ) dx, oder 



H{[ 



VT+pM^ds Uy. 



Beispiele: 

Die Oberfläche eines Kugeloktanten au bei 
Die Gleichung der Kugel sei 

x=+y'+z=-a' = 0, 
dann ist 

s=f(iy)=V.'-i'-y", y-«.W-v:^ 



=v.' 


-i'-y", 


1'."- 


■i'-y"' ' 
"dy 1 
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Anwendung von Polarkoordinaten. Kiö 

Das innere Integral ist 

C dy . y [Va7^^_ TT 

Nach Eintragung der Gfrenzen geht alsdann TJ 
über in 

r=a^/dx = ^a'. 

Die ganae Kugel hat daker die Oberfläche 
— 8U = 4^^a^ 
% bO. Anwendung TOn Folarkoorilinaton. 
Eine zur z-Axe paraliel laufende Cylinderflache 
habe in Polarkoordinaten die Gleichung r=f(9') und 
werde nach obeo durch die Fläche z — F (r, <p) begrenzt. 




Es ist der Eauminhalt dieser CylinderflÜohe und der 
Inhalt ihrer oberen Begrenzungafläche zu hestimmen. 

Daa in der Eigur 81 schraffierte Element der 
xy-Ebene hat in Polarkoordinaten den Inhalt rdydr 
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und demgemäss das zugehörige Element des Cjlindera 
den Rauminlialt 

dV=zrdipdr = F(r, ip)rdvi'p. 
Daher ist das von dem zu r = f(q>) gehörigenCylin- 
der, der sy-Ebene und der Fläche z;=F(r, j>) hegrenate 
Volumeii ausgedrückt durch 

st f [?!) 

V = /I/F(r, y)rdpld,.. ([) 

Satz; Das von der xy-Ebene, der Cyiinder- 
fläcLe r = %) und-der kcummeu Fläche 2 = F(r,ip) 
begrenzte Volumen ist dargestellt durch das 
Doppelintegral (1). 

Bezeichnen wir wieder wie ira vorigen Paragraphen 
das aber dem schraffierten Element rdydr der sy-Ebene 
liegende Element derEläuheF mit dU, so ist ebenso wie dort 

cosY 
wo y den Neigungswinkel der au dU gehörigen Nor- 
malen der Flache F (r, ip) hezoiolmet. Die Oberfläche TJ 
selbst ist somit ausgedruckt durch 

U = J (Jl^jd,,. (2) 

Safa: Das über der Cylinderf lache r^f(7>) 
liegende Stück der krummen Fläche z^F{r,q>) 
hat don Inhalt IT, der durch das Doppelinte- 
gral (2) auagodruckt ist. 

Beispiele. 

1. Inhalt und Oberfläche der Kugel zu berechnen. 
Liegt der Mittelpunkt der Kugel im Ursprung 0, so hat 
sie die Gleichung 
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K' + y" + z=-a" = 
und schneidet die xy-Kbene nach eineni Kreis , dessen 
Gleichung x'+y' — a'^0 ist. Führt man PoUrkoor- 
dinaten. x^^rcoay, y^^rsiny ein, so ist 
a = F(r,y)-|/^^^^r^ r-f(?)-a, 
Daher ist 

Nun ist 

ü^^Yb,'' — r^=ya^ — x' — y', daher 



Nach Formel (2) ist somit 

und " " 

IJ = 4jta'. 

2. Inhalt und Scheitelfläche des Körpers z 
rechnen, der von der xy-Bbene, der Kegelfläche 

und der Cylinderfläohe 

y' — ax+x' = 
begrenzt wird. 
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168 Das Doppslintegral und seine Anwendung. 
Führt man Polarkoordinaten ein, 80 findet ii 

Daher ist nach Formel (1) 



hM 



— r.rdrU, 






' = 1^-^""'^' 1- 



daher ergiebt sich nach Formel (2) für die halbe Scheitel- 
flüohe 



aVa'-fc', also U — — gl'a'+c^ 
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Die verscliie denen Arten von Differentialgleichungen. 169 



Exkurs auf «las Gebiet der gewöhnlichen 
Differentialgleichungen. 

% 51. Die veräcliiertencn Arten von Differential- 

gleicimiigen. 

1. Erklärung. Eine Gleichung, welote Ver- 
änderliche und deren Difiorentiale zugleich enthält, 
Ldsat eiuö Differentialgleichung. 

Tritt in derselben nur eine unabhängige Veränder- 
liche auf, so heisst die Gleichung eine gewöhnliche 
Differentialgleichung. 

So ist beiapiels weise 



eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung; 

y (s. y. y'. y") = 

eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung; 

v (^. y» y'f y". ■ ■- y^"') = o 

eine gewöhnliche Differentialgleichung n'«'' Ordnung. 
Die Gleichung 

-j— 5 — 6 -w~\ + 11 -j~ — 6 y = 
dx' dx' ' dx ■' 

repräsentiert eine gewöhnliche (lineare) Differential- 
gleichung dritter Ordnung. 

2. Ist die Zahl der abhängigen Veränderlichen 
grösser als 1, so erhält man gewöhnlich auch ein System 
von simultanen ] 
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Sind y und z PuaktioTien Toa x, so stellen die 
beiden Gtieichungeii 

/dy dz \ /dy dz \ ^ 

ein simultanes System von zwei gewohali Ken Diffe 
leutialgleiohungen mit einer unabL angiften Verander- 
liphen X dai, die man beispielsweise erhalt, indem man 
die beiden G-lei(,hungen einer Eanmkuiye nach s difie- 
rentiiert 

3 BrkHmng Sind die Veianderhohen Punk- 
tionen von mehieren unibhungigen, so heiast die Glei- 
chung eiue partielle oder ime totale (oder 'iUüh 
exakte) DifferenfiLilgleichnng, je ndchdem rlie partielko 
Ableitungen ider die totalen Differentiale der Ver- 
in lerb;,hon, weide als uni))hangi^e zu betrachten find, 
autt loten 

§ f2 Die gtwohnllch( IHffei enti'»lgleKhuiig eister 
OriImin„' mit f^etiennten Vorandei Hellen 

EikHiuUp, Du gewöhnliche Difteientialgleicliung 

!P('=y))-!p(-j4-j)=» U) 

intogrieron, heisst eine Funktion F(xyC) =0 suchen, 
welche nach x differentiiert, wieder auf die Differential- 
gleichung (1) führt. 

Da bei der Integration eine Konstante C auftritt, 
so erhält man gewöhnlich nicht nnr eine einzige Lösung 
m von Integralkurven 
I'(xyC)=-0, 
1 die allgemeine Lösung oder das all- 
gemeine Integral ausmachen. 
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Jedem speziellen "Wert von C entspricht eine 
Lösung, die man als partikuläre Lösung bezeichnet. 

Di , = tg a die trigonometrische Tangente des 

Winkels a ist, den die TCurventangente ira Punkt P (x y) 
mit der ibscissenaxe macht, so ist durch dio Diffe- 
rentialgleiuhnng (1) jedem Punkt der Lösunga kurven 
die in demselben stattfindende yortschreitungsrichtnng 

Es 6ei gegeben die Differentialgleichung 

und gesuihtdif allnemeine Lösung F(xyC) = 0. Durch 
Diiieientiatioa erhalt man hieraus 

5-dx + T-dy = oder Mdx + Ndy =0, 
womit die allgemeine Gestalt einer gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung illustriert ist, 

Erklärung. Sind hierin M und N nur Funk- 
tionen von x, bezw, y, ist die &ieiohung also von der 
Form 

M[x)dx+N(y)dy=0, 
so heisst die Differentialgleichung eine solche mit 
separierten Veränderlichen. 

Satz: Eine Differentialgleichung erster 
Ordnung mit separierten Veränderlichen hat 
als allgemeine Lösung 

J-M(x)dic + ;H(y)dy + C = 0, 
wie sieh direkt durch Integration ergiebt. 

Die Trennung (Separation) der Veränderlichen lässt 
sich häufig ohne Schwierigkeiten bewerkstelligen , wie 
die folgenden Beispiele aeigen. 
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Beiapiele: 

1. Die KuT^fe zu bestimmen, deren Subtangente 
stets gleich der zugohörigeii Abscisse ist, 

Naoli § 57 des ersten Bändchena ergiebt sich als 
D i ffer entialglei c hung 

^=x oder-'^'-- - = 0. 

y' y X 

Hieraus ergiebt sich durch Integration 
ly — lx^=lc oder y = cx, 
wo c die Integrationslionsiante ist. D, h, jede gerade 
Linie durch den ITrsprung hat die geforderte 
Eigenschaft. 

2. Für welche Kurve ist die Sabtangente gleich 
dem n^en Teil der zugehörigen Abscisse? 

Die gewöhnliche Differontialgleichiing lautot 

X=.-^,der^-n^ = 0. 
y' n y X 

Durch Integration ergiebt sich hieraus als all- 
gemeine Lösung 

ly~nls = lc oder y^cx". 

Die gesuchte Kurve ist somit eine parabolische 
mit y;^0 als Tangente im Ursprung. 

3. Die Kurven zu bestimmen, deren Subtangente 
gleich a ist. 

Man erhält als Differentialgleichung 

y j "iy ^ n 

— r ^= a oder — ^^ 0. 

y' _ y a 

Durch Integration folgt hieraus 

ly — — ==lc oder ly — Ic^ — oder 
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Satz. Für ein Spatem von Exponential- 
kurven ist die Subtaugente konstant. (Vergl. 
Bd. I, pag. 129.) 

4. Für welche Kurve ist die Subnormale konstant 
gleiob a? 

Nach § 57 des ersten Eändohena ist die Snb- 
normale Sn = y y', daher lautet die gegebene Differential- 
gleichung 

yy' = a oder ydy — adx = 0. 

Hieraus folgt direkt durch Integration 

^ — ax+C-0 oder j' — 2as + C = 0. 
Satz. Die Parabel ist also die einzige 
Kurve, deren Subnormale kons tant ist. (Vergl. 
Bd. I, pag. 129.) 

5. Für welote Kurve ist die Fläche zwischen der 
Kurve, der Ahacisaenajie und der Ordinate zum Punkt 
P (x y) gleich n j 

m+n^y- 
Man erhält als Eedingungsgleichung 

und hieraus durch Differentiation nach x 

Ydx = — -i — fxdy + ydx) oder n- — m — =^0. 

m-|-n '■■''•'■' y X 

Die Integration dieser Gleichung gieht 
nly — mlx = lo oder y'' — os.'<", 
d. h. die parabolischen Kurven haben die 
verlangte Eigenschaft. Siehe § 27. 

Aus den vorstehenden Beispielen folgt der 



y Google 



174 Exkurs iiuf das Gebiet dar gew. Differentialgleichg, 

SatK. Lassen sich in einer Differential- 
gleichung erster Ordnung die Variabein 
trennen, so kann man die allgemeine Lösuiig 
unmittelbar durch zwei Integrationen (Qua- 
draturen) herstellen. 

§ 53 Homogene Diffiientlilgleichimgen. 

Eis fragt sich nun ob sich nicht auch Differential- 
gleichun en eistei Otdnung mit nicht separierten 
^ eranderhcben vielleicht durch Substitution auf solche 
mit aepaueiten Verindeilichtn zuiuokführen lassen. 

Dies ist m dei Thit füi die bomogenen Dif- 
feientialgleichungen dei Fall 

Erklärung. Eine homogene Differential- 
gleichung M (x y) dx -f S (x y) dy = 
ist eine solche, in welcher M und N homogene Funk- 
tionen gleichen Grads von x und y siad. 

In diesem Eall lässt sich die Gleichung auf die 
Form bringen jy ^ M(xy) _ / y \ 
d. N(xy)-nxJ- 

Setzt man hierin y = x z, so folgt hieraus durch 
DifTerentiation 

dZ-^dI + ""^W 
und hieraus die neue Differentialgleichung 

dx_ dz 
x-^(z)-z' 
in welcher die Veränderlichen getrennt sind. Durch 
Integration ergiebt sich achliesslieb hieraus 



J »w— 
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Beispiele. 

1. Tür welcbe Kurve ist die Subtangeiitc stets 
gloicli y — ax, wo x und y die Koordinaten des Be- 
rührungspunkts bezeiclinen ? 

Man erhält für die Subtangente den Äusdracif 

und hieraus als Differentialgleichung 

yds = (y — ax)dy, 

die zu der eben behandelten Klasse gehoi-t. Setzt man 

y = z5, so folgt hieraus 

dy _ y _ dz 

dx y — as ^dx""^^ 

oder nach Substitution von y ^zx die DifEerentialgleiohung 

d» (--.ja. 



in welcher die Veränderlichen getrennt sind. Durch 
Integration erhält man. 

l'^^-a:fl{^I^ + l(!^-a-l)l+lC oder 

xa-|-iz«(z — a— 1)-=C oder 
y»,(j_ax— s) — = 0. 
2, Für welche Kurve ist das Lot vom Urspi-ung 
auf die Tangente gleich der Abeoisse x des Berührungs- 
punkts ? 

Man erhält als Differentialgleichung 
(y^ — x')dx — 2xydy=0. 
Da dieselbe homogen ist, so setze man y^=zx, y'=^K'x-|-z, 
dann folgt aus 

dx ^xy —^ dx. ~^'^~ 2z 
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die Differentialgleickung 

dx , 2z da 

in welcher die Veränderliclien getrennt sind. Durch 
Integration ergieht sich hieraus 

lx + l(z= + l) = lc oder x{z''+l) = o oder 
x' + y'-ex-O. 




Jeder Kreis, dessen Mittelpunkt auf der x-Ase 
liegt und der die y-Äxe im Ursprung berührt , hat 
somit die Eigenschaft, dass das Lot vom Ursprung auf 
die Tangente gleich der Abscisse dea Berührungs- 
punktes ist. 

3. Durch dieselbe Substitution lassen 
Gleichungen von der Form integrieren 
y'+P(x)y + Q(x)^0. 
i nämlich y = y(x)z, wo y 
ein sollj so folgt hieraus 
dy_ 



Setzt mal 
L X allein £ 



sich auf 



(1) 

e Funktion 



womit (1) übergeht 



dx' 
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Homogene Differentialgleichtingen. 

Da, nun rp willktirlioh iat, so kann man d 
tion 80 bestimmen, daaa 

^+I'.g' = ist. 
Hieraus folgt nun 



und nach Integration dieser Gleichung 



)9J+XPdx; = oder tp = 



.-JTd' 



Aus (2) folgt weiter 
und mit Berücksichtigung von y = q!z endlich 

Beispiele: 

1. Es sei j' — y + x = 0, dann ist P = — 1, Q = x, 
somit 

f_,i und j-ei{C-Jxe-«di). 
Nun ist Jxe— 'dx = — ^xe— '' — e— ", daher ergiebt 
sich als gesachtes Integral 

y = Oe'<+:>: + l- 

2. Für welche Kurve ist y' = ? 

Differentialgleichung auf die 



Bringt m. 
Form (1) 

y'- 


w diese Difft 


30 ist 
daher ist 


-|,Q=., 


Junker. HöteCBAnftlyaifl, IL 
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-B] 



§ 54. Vollständige Diffei-eiitiaigleleliuiigeH. 

1. Erklärung. Es sei 

Pdx+QJy = (1) 

die gegebeue DiffereDtialgleichung, in welcher P und Q 
Funktionen von x und y sein sollen. Dieselbe wird 
eine exakte oder vollständige (auch totale) 
Differentialgleichung — und der Ausdruck Pdx-]- Qiäy 
ein vollkommenes Differential — genannt, wenn 
sie durcli Differentiation einer Funktion f {s y) ^ U 
entstanden ist. Alsdann ist die Gleichung (1) identisch 
mit der folgenden : 

-S^äx + ^fäy-O (2) 

und heisst f{xy) = C, das vollständige Integral 
derselben. Vergleicht man die Gleichungen (1) und (2) 



miteinander, so folgt 

und hieraus ^p ^ g,^ ^^ 
öy SsSy Ss ' 


(3) 


Dies ist die Bedingung, dass (1) ei 
Differentialgleichung ist. 

Satz. Das Differential (2) is 


ne vollständige 
i das totale 


Differential einer Funktion f, 


sobald die 


Bedingung erfüllt ist 




ep SQ 


(4) 
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Ist dieae Bedingimg erfüllt, so setze maß 

■ - = P und integriere *=|Pöx, 

wobei das in P enthaltene y zunächst noch ala konstant 
angesehen werden kann. Da nun in der zu addieren- 
den Konstanten noch eine Punktion (p(y) von y ent> 
halten sein kann, so ist diese noch zu dem erhaltenen 
Integral hinznzufllgen 

t-JP8i + »(,). 
Der Wert von ^ wird ermittelt, indem man dieses 
Integral wieder differentiiert und das Eesultat mit der 
gegehenen Differentialgleichung dz = P ds -|- Q dy ver- 

«''"'"• B.i.pi.l. 

Für die Differentialgleichung 
dz = (3x'^-ay-y')dx+(~as + 2hy-2xy)dy 
ist die Bedingung (3) erfüllt; daher stellt dz das totale 
Differential einer Funktion f (x y) = f dar, die man aus 

ermitteln kann, indem man unter Voraussetzung eines 
konstanten y bildet 

z = f = ;(3:i'^ay-y^)3s-l-y(y)- 
= x' — axy — xy'-f.^(y). 
Bildet man das totale Differential dieser Funktion 

und vergleicht dasselbe rait der gegebenen Differential- 
gleichung, so folgt -, — = 2by und hieraus 
y-r2by9y-|-C==by'+C. 
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Das gesuchte Integral lautet daher 

a = s^ — axy— sy' + by' + C. 
2. Ist jedoch für das Differential 

Mdx+Ndy=0 (4) 

die Bedingung -^ — — — nicht erfüllt, so ist (4) auch 
kein vollkommeaes oder exaktes Differential, 

In diesem Fall multipliziere man die Gleichung (4) 
mit dem Paktor ft, der eine Funktion von x oder y 
oder von beiden oder auch eine Konstante sein kann, 

^Mdx + f(S"dy=^0, (5) 

dann lässt sich dieser Faktor stets so bestimmen, dass 
die Bedingung erfüllt ist 

dy B%" 

und damit (5) ein exaktes Differential wird. 

Erklärung. Die Funktion /* (s y), mit der 
man die Differentialgleichung (4) multiplizieren muss, 
damit deren linke Seite ein exaktes Differeatial wird, 
heiast der integrierende Faktor oder auch der 
Euler'sche Multiplikator. 

Betrachtet man beispielsweise 

a) — = C oder b)^.- = C oder clarctg-^ =C 

als vollständiges Integral , so erhält man hieraus 
durch Differentiation hezw. als zugehörige ToHkommene 
Differentialgleichung 

b) i(xdy-2ydx) = 0, b)-^(xdy-2ydx) = 0, 



(6) 
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Für die Gleichung 

xdy — 2ydK-0 
ist daher die Bedingung (3) nicht erfüllt. 8ia wird 
aber au einer vollkommenen Differentialgleichung, wenn 

man sie mit einem der (integrierenden) Faktoren — 3- 

oder — — ö- oder —7—, — = niultipliaiert. Wir erhalten 

Bomit die Sätze: 

Satz. Jede Differentialgleichung von der 
Form (4) besitzt einen integrierenden Faktor, 
durch dessen Zusatz die Hnke Seite derselben 
au einem vollkommeaen Differential wird. 

Satz. Ea giebt nicht nur einen, sondern 
unendlich viele integrierende Faktoren. 

Satz. Kennt man zwei verschiedene inte- 
grierende Faktoren ^, und /t^, so ist der Quo- 
tient^' = das vollständige Integral der 
Differentialgleichung. 

Für das obige Beispiel ist j»,^— 3, C^^ — —i, 









f. 


x' + y" 




'~^G 


oder 


J_^ 


--G^; 






^1+l\ 


= 1 + 


ll- 


■-C oder -J = C,; 




x'+ 


-=■ 


-y 


■— 1 


=^C oder -,- 

y 

oder -^ 


= 0, 
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3. Zur Bestimmung des integrieren den Paktors 
dient folgende Betrachtung. Da nacli Voraussetzung 
die linke Seite von (5) ein vollkommenes Differential 
ist, so folgt 









I Be t ra n 11 g f « Da d 1 a t 11 

D ff nt Igl h n^ t In ng t t 1 e Be 

t m ung ; a d Ib n g hol 1 hw e g 

1 1 e Int t g b n flle h Ib t 

Zu I t g at n I 1 tzi n g n gt b gl n 

L ung n (i) B 1 t 1 fi m 1 Ii eil 

z n tf In 1 1 n 1 t d 1 1 11 h 

; als ne P nkt n n d 11 1 t n 

1 1 1 sp 1 e f n al 1 ng g 8 t 

^-^^0, womit die Ulelehung (7) übergeht in 

Hieraus folgt durch Integration 

l/* = |59x + {C), f^ = o^^B\ 
Satz. Der integrierende Faktor /i läast 
sich als eine Punktion von x allein ansehen, 
1 /9M 9N\ 






ist. Setzt r 
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obige Differentialgleichung x dy ^ 2 y dx ^^ 
1 /9M 9N\ 



-2j, N- 



^K-- 



3 1 X = 1 — j- oder I« = 



g 5ä. Fartiknläre und sing'nl^e Lösnng'en. 

1. Erklkiung Jedem Weit der Konstanten 
C (C = 0, 1, 2 0, C , ) in dei allgemeineii 

Lösung ^(syC)^^^ dei Ditterentialgleichung qjfxyy'j^O 
entspricht eine Lo'sung, die man. als Partikular- 
Jöauug oäer als paifcikulirea Integial lezeichnet. 

Ausser den unendlich vielen I osungen, welche den 
wechselnden "Werten von C entsprechen kann eine ge- 
wöhnliche Differentialgleichung eister Otdnung noch 
eine singulare Lo^rang 1 esitzen , welcle dadurch 
charakterisiert iit 

1) dasa jie sich nicht durch partikulansiereade 
Konstinte hiiden las st, 

2) dass sie I n allgemeinen ohne jede Integration 
durch reine Eliminationspi o/ease eimittelt werden 

öeometrisoh stellt die singulare Losung eine Kurve 
dar, welche vot den paitikuhren Kurven umhüllt wird. 

Bekanntlich, hat das Tangente npaar, das man vom 
Puakt P{iv) all den Kreis x' + J — r' = ziehen 
kann, die Gleicaung 

(xl+yi-r')'-('''+y'~>-*)(5'+i'-O-0, 

wo mit X, y die laufenden Koordinaten bezeichnet sind. 
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18i Exkurs auf das Gebiet der gow. Differentialgloichg. 

Setzt man hierin | = x+ds, ij = y + dy, so hat 
das Tangenteapaar mit dem Kreis zwei unendlich be- 
nachbarte Punkte gemeinsam, d. h. die VerhinduDgs- 
Knie von P(xy) mit P{x+ds, y+dy) ist Tangente 

dy 
an den Kreis, wenn —5 — = p der Gleichung genügt 

(y dx - X dy)' - v' (dx' + dy') = 0, 
die auch geschrieben werden kann 

g>(xy, p)^y' — r' — 2syp + (x' — r'')p« = 0, (*) 

Diea ist eine gewöhnliche Differentialgleichung 
erster Ordnung zweiten Grads , deren partikulare 
Lösungen durch die unendlich vielen Tauganten an 
den Kreis x' + y^ — r' = angegeben sind. Die Um- 
hüllungsliaie dieser Tangenten oder der Ki'eis selbst 
repräsentiert ihre singulare Lösung. 

2. Herleitung des singulären iategrals 
aus dem allgemeinen Integral. 

Die gegebene Differentialgleichung f{^'yy')^'0 
besitze die allgemeine Losung F(xyC)=0. 

Nimmt man hierin an, C sei eine Funktion von xi 
dann erhält man durch Ableitung 

9F 9F dy SF dC _^ 



0F 
Bestimmt man nun C so, dass "3"p" = ist, od 

wenn man sich diese Gleichung nach C aufgelöst denl 
■ dasa = f (x) ist, so ist 

F{sy, f(x))-0 
das gesuchte singulare Integral von q5(syy') = 0- 

Wiid C als Funktion von x und y betrachtet, 
folgt durch Ableitung 
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Partikuläre und singulare Lösungen, 185 

8F , sr , 8F rsc SO ,1 „ 
7F+T)7-'' + äo \7^+-87-y}-°- 

Hierin lässt sich nun C ebenfalla so beatimnien, 
dass -^-p- — iat. Folgt hieraus C = f (x y), so ist 

?{-?, f("r)} = o 

die singulare Lösung von <F (s.j y') ^ 0. 

Die Anleitung y' berechnet sich alsdann aus 
SF 9F 

falls C nicht so bestimmt ist, dass gleichzeitig 

er 9F 

-g^ = 0, -g— = 

Satz. Das singulare Integral S (x y) = der 
Differentialgleichung f. {xyy') = enthält keine 
partikularisierende Konstante und ergiebt sich 
immer durch Elimination von C aus 
0F 

Hieraus gebt auch, hervor , dass ij> (x y) ^ die 
Umhiillongslinie der Kurven des Systems F(xyC)^0 
ist. Vergleiche hierüber § 68 der Differentialrechnung. 

Sind X y die laufenden Koordinaten, so ist 
^x + ^y-r'-O 
die Gleichung der Tangente im Punkt ^j; aa den 
Kreis i^ + ^' — r' = 0. Setzt man nun i — y?"^^^ 
und nachtraglich "! = C, so hat die Tangentenschar, 
welche die allgemeine Lösung der Differentialgleichung 
darstellt, die Öleiciiung 

F(xyO) = yG + x i/'P=C"' — r' = 0. 
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Hieraus folgt 




TC 


= = 


y 


somit ist 






»'(«!.,, 


ry 


) = 



oder K^-]-y° — r'^0 

die singulare Lösung der gegebenen Differential- 
gleichung (*), wie au erwarten war. 

3. Herleitung des singulären Integrals aus 
der Differentialgleichung 

Wie aus den obigen Bctraclitungen 1 eivoigett, 
ist die singulare Kurve als UmhuUungslinie der parti- 
kulären Kurven anzusehen. Dieselbe kann somit auch 
als der geometrische Ort des Schnittpunkts zweier kon- 
sekutiver Partikulärkurveo ermittelt weiden In zwei 
derselben schneiden sich im aUgemeinen in einem Punkt, 
in welchem sich zwei versi-hiedenp Tangenten an die 
beiden Kurven ziehen lassen Soll die singulaie Kurve 
durch denselben hindurchgehen, so müssen die beiden 
Partikulär kurven unendlich wenig von einander ab- 
weichen und die beiden Tangenten ihios Schnitt punkta 
snfallen. Dies ist aber der Paü, wenn neben 



5P ' 

. Erhält man aus der letzten Gleichung p = yi (x j), 
stellt 7){xy, ■V') = 

3 singulare Lösung der Differentialgleichung dar. 

Satz. Die singulare Lösung der Differential- 
eichung T(Ky, p) = ergiebt sich stets durch 
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Differentialgleichungen erster Ordnung n'^'i Gfrades. 187 
Elimination von p = y'=-^^ aus 



<P (x y, p) - V 



gp = 



= — 2 K y + 2 (k* — r°) p — und hieraus p = -i^— ä' 



Durch partielle Ableitung der Differentialgleichu 
(*) folgt 

W' 

Substituiert man diesen Wert in 9 (s y, p) ^ 0, so 
ergiebt sich auch hier als singulare Lösung der Kreis 

x' + y«-r' = 0, 
wie es sein soll. 

Anmerkung. Sind M und N rationale Funk- 
tionen von X und y, so hat, wie leicht au erkennen ist, 
eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung 
ersten Urads M dx -j- N dy = keine singulare Losung. 

§ 51). Differcnlialgleicliuiigen erster Ordnung' 

iitcn <jradcs. 
Erklärung. Eine Differentialgleichung erster 
Ordnung n's>" Grades ist von der Form 

iyr+^Ayr~' + .- +fn=o, (1) 

wo f|, f,, . . ., in Punktionen von x und y oder auch 
konstante Zahlen sein können. 

Bei der Integration einer solchen komme» haupt- 
sächlich zwei Methoden in Betracht, 

a) Die Methode der Zerlegung ist anwend- 
bar, wenn sich die Differentialgleichung (1) nach 

dy 

-^^— = y' auflösen lässt. Die auf diesem Wege resul- 
tierenden Wurzeln der Gleichung (1) 
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-I— &(.j), ^-g>(«y) '-E-=s„(«y) m 

stellen n lineare Differentialgleichungen erster Ordnung 
dar, welche sich nach den Methoden der vorigen Paragra- 
phen auflösen, lassen. Ergeben sich hierhei die Integrale 

y, (xyc,)=0, (P2(xycj) = 0, ..-, 9'n(xy Cn) — 0, 
so ist das allgemeine Integral der Diiferentialgletchung (1) 
dargestellt durch 

*,(':j«,)-?',(sycj... 9-n(xyc,i)=0, (3) 
worin c,-o,^...-^Ch = C 

gesetzt werden darf, ohne dass die Allgemeinheit der 
Lösung dadurch beeinträchtigt wird. 

Die allgemeine Lösung der Differential- 
gleichung (1) ist somit angegeben durch 

F(:tyC) = 5P,(xyC}9,(xyC)...iPn(xyO) = 0. (4) 
Beispiele. 
1. Für welche Kurve ist daa Quadrat der Sub- 
tangente gleich dem Rechte ck aus den Koordinaten 
des zugehörigen Kurvenptinkts ? 

Nach § 57 der Differentialrechnung ist die Sub- 



tangente 


ausgedrückt durch—-, dah 


er erhalten wir 


Differentialgleichung eine solche vor 


i aweiten Grad 


und 


7^^ Fl--' 


^-±n 


welche die beiden Integrale giebt 






l/y-y^-0„)'y + K, 


: = C,. 
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Das allgemeine Integral ist daher dargestellt durch 

(x-yy-2C(x + y) + C' = 0. 

2. Für welche Kurve ist das Quadrat der Sub- 
normale yy' gleich dem Rechteck aus den Koordinaten 
des zugehörigen Kurvenpunkts ? 

Man erhält ala Differentialgleichung 

welche die beiden Lösungen giebt: 

Die allgemeine Lösung ist daher 
F{^yC)^(x"-y»)'-2C(K»+y=) + C=-0. 

b) Die Methode der wiederholten Differen- 
tiation wird zur Lösung der gegebenen Differential- 
gleichung (1) benützt, wenn sich dieselbe leicht nach 
y oder x auflösen lässt. 

Gieht dieselbe nach y aufgelöst die Gleichung 

y=f(», p). »» p- £- (5) 

gesetzt, ist, so folgt hieraus durch Ableitung nach x 
dy 8f 8f dp 

d. h. eine Differentialgleichung erster Ordnung ucd 
ersten Grades zwischen x und p von der form 



4-^-)-- 


(6)* 


selbe auf das Integral 
J(s, p, C} = 0, 


(7) 
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so ergiebt sicli durch Elimination von p aus dieser 
Gleichung und der gegebenen Gleichung (5), das ge- 
suchte allgemeioe Integral der Differentialgleichung (1) 
P(xyC) = 0. (8) 

Läset sich andererseits die Differentialgleichung (1) 
nach X auflösen und somit auf die rorm bringen 

(9) 
I folgt hie 



K = f(y, p), 
raus durch Differentiati 


-f 




dp 
dK 


, dp 

I dy 
8f 

'=77 


dy 


dp 

dy 



y, P, -/-=». d») 



Man erhält also auch auf 
Differentialgleichung zwischen 

^p\ 

welche das Integral ^ . p. ^ 

gehen möge. Durch Elimination von p aus dieser 
Gleichung und der gegebenen Difforentialgleichung 
erhält man ebenfalls das allgemeine Integral 
F(xyC) = 0. 
c) Ist die Differentialgleichung von der 
(Clairaut'schen) Form 

y = sp + 5,(i>), (11) 

so folgt hieraus durch Pifi'ereutiatiou 






(12) 
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Der erste Faktor gleich Null geBCtat ■,-=Ogiebt 
integriert p = C und demgemäss ala allgemeines Integral 
j-iC + (p(C'. (13) 

Setzt mau den zweiten I'aktor p:leioh Null 



0p 



(14) 



so lasst Bi(,h hieraus und aus (11) p elirainiereyi. Man 
eibalt alsdann eine Lösung derDiffereijtialgleichung(ll), 
welche keine Konstante enthält uud ala singulare 
Losung deiselhen zu bezeichnen ist. 

SaU- Das allgemeine Integral der Dif- 
ferentialgleichung (11) ist von der Form 

y = xC + y(C) 
und kannunmittelbarangeachri eben werden. 

Die singulare Lösung derselben erhält 
man durch Elimination von p ans 




x+ l ^0 undy = xp + y(p}. 
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Geometrisch stellt das allgenieine Integral (Vi) eine 
Scbar von Ueraden (paitikulare Loaungen) dar, welche 
eine Kurve umhüllen , welche durch das singulare In- 
tegral ausgedrückt ist 

Beispiele. 

1. Eine Gerade schneidet von den Äsen zwei 
Stücke ab, deren Summe, Differenz, Produkt uad Quo- 
tient konstant gleich a ist. Welches sind die Kurven, 
die von dieser Geraden umhüllt werden? 

Nehmen wir ao , die umhüllende Gerade berühre 
die gesachte Kurve im Punkt P(xy), so hat sie als 
Tangente an dieselbe die Gleichung 

»2-y=p(l-s). 

Für ^^0, bezw. ^==0 ergeben sich hieraus als 
Aseuabschnitte : — (px — y) bezw. y — px. Daher er- 
halten wir die Differentialgleichungen 

a) für die Summe: 

ap ^ aC 

b) für die Differenz : 

ap aC 

c) für das Produkt : 

y^^xp + ay — p, y^xC + aV — C, 

d) für den Quotienten : 

ap = -l, ay+x = C. 

Dieselben sind von der Clairaut'schen Form und 
erhalten daher die nebenstehenden allgemeinen Lösungen. 
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Die Singular en Lösungen obiger Differential- 
gleichungen sind in den beiden ersten ^Fällen an- 
gegeben durch 

a) (z-y)'-2a(x + y) + a' = 0, 

b) (s+y)'~2a(x-y)+a'=0, 

und stellen gewöhnliche Parabeln dar, die symmetrisch 
zu den beiden Medianen m und n liegen (Fig. 84) und 
die Koordinatenaxen in den Punkten (a, 0}, (0, a), 
(0, — a) berühren. Im dritten Fall ergiebt sich als 
singulare Lösung die gleichseitige Hyperbel 




c) 4xy — a'-O, 
die in der Figur punktiert gezeichnet ist. 

Die Differentialgleichung d) ist linear und besitzt 
daher keine singulare Lösung. 

2. Der eine Schenkel eines rechten "Winkels, dessen 
Scheitel beständig anf einer Geraden gleitet und dessen 
anderer Schenkel durch einen festen Punkt geht, um- 
hüllt eine Parabel. 

Janker, H«)h«ra Analysls. II. 13 



y Google 



194 Exkurs auf das Gotiet der gcw, Differentialgleiolig. 

3. Eine Strecke von konstanter Länge a gleite 
beständig mit ihren Endpunkten auf den Koordinaten- 
asen hin. Welche Kurve wird hierhei umhüllt? 

Man erhält als Differentialgleichung der Geraden- 
schar I a P 

und als zugehörige singulare Lösung 

3_ ä 2 

k3 +y 3 =a""3". 

Dies ist die Gleichung der Asteroide. 

§ Ö7. Die gewöhnlichen Diffcreiitialgleichnngen 
zweiter Ordnung' 

mögen hier auch noch kura heruhrt werden , weil sie 
in .der Mechanik eine wichtige EoUe spielen, 
a) Eine solche ist ¥on der l'orm 

i{^, y, y', y") = o- W 

Sie enthält neben der ersten Ableitung y', wodurch 
für jede» Punkt P(xy) der Ebene eine gewisse T'ort- 
schreitungarichtung bestimmt ist, noch die zweite Ab- 
leitung y", wodurch demselben ausserdem noch die 
Krümmung der Lösungskurven in dem betreffenden 
Punkt zugeordnet ist. Xäherungs weise ergiebt sich als 
geometrische Lösung ein Kreisbogenpolygon, das iin 
Grenzfall in die Lösungakurve übergeht. 

Die allgemeine Lösung einer gewöhnlichen Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung enthält zwei will- 
kürliche Konstanten. 

"Wie schon im ersten Bändchen § 70 u. ff. aus- 
geführt worden ist, ist die Bewegung eines Punkts in 
einer Geraden angegeben durch eine Differentialgleichung 
von der Form 
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Die gewöhnlichen Differentialgleichungen 2. Ordnung. 195 

wo s den zur Zeit t zurückgelegten Weg uud x" die 
erlangte Beschleunigung bezeichnet. Wir unterscheiden 
hierbei drei Fälle. 

1. Die Beschleunigung kann konstant sein. Dann ist 



dx'==Ailt. 
Durch Integration folgt hieraus als erstes Tntegi'al 
mit einer Konstanten C, 

und durch weitere Integration als zweites Integral mit 
zwei Konstanten C,, Cj : 

x = ~At' + Cit+C„ 

wodurch einerseits die Geschwindigkeit, andererseits 
der Weg in Funktion der Zeit ausgedrückt ist. 

Für Ä = g = 9.81 erhalt man die Formeln des 
freien Falls, wie sie in Bändchen I, § 71, aufgestellt 
worden sind. 

3. Die Beschleunigung kann nur abhängig von 
der Zeit sein. Dann ist 



^ = f(t)oder d(^) = f(t)dt. 



Hieraus erhält man durch Integration unmittelbar 
die beiden Integrale 

1'=^— J {{')* + 0, 
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196 Exkurs auf das Gebiet der gew. Differential gl ei clig. 

^ = X{jf(t)dt+C.}dt + C,. 
3. Die BeachleuniguBg kann nur von der Ent- 
fernung X des bewegen Punkts alihängen. Dann ist 

^^V-f(x) oder 

-^-^dt — f{x)dx, oder x'dx' = f(x)dx. 

Durch Integration folgt hieraus als erstes Integral 

woraus sich die Geschwindigkeit des bewegten Punkts 
berechnet 

Hieraus ergiebt sich weiter 

als zweites Integral 

womit die Aufgabe gelöst ist. 

Bei kleinen Schwingungen ergiebt sich beispiels- 
weise die Difierentialgleichung 

^— . 

deren Integrale auf die Form gebracht werden können : 



.■_^ = |/?=W, i=^d„(kb-t), 

wo a und b die Integrationskon stauten bezeichneten. 

h) Durch ein System von zwei simultanen Dif- 
f ereatiaigleichan gen 
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-W-^' dt- - ^ 

ist, wie schon im Bindchen 1 auagefuhrt worden, die 
Bewögung emes Punkts in der Ebene bestimmt. Nach 
Eandolien 1, ^ 73, ergaben sich für den schiefen Wurf 
die beulen Ditierentialgleichungen 

d^x , dS 

dt -^' -di^ — ^' 
woraus unmittelbar durch Integration die vier Integrale 

x = C.t + 0„ y = -Ygt^ + C=t + C* 

mit den Konstauten C,, 0^, C,, C^ hervorgehen. 

§ 58. Planetenbewc^ung. 

a) Ein materieller Punkt P (Planet) von der 

Masse m bewege sich nach dem Newton'aohen öravi- 

tationsgesetz frei um die Sonne S, deren Masse M sei. 



: Einfachheit halber werde voran sgeseta t , dasa die 
n einer Ebene stattfindet und angenommen, 
dasa bei Beginn derselben {t = 0) der Punkt P die 
x.Axe mit der Geschwindigkeit v,, passiere , die in 
diesem Augenblick parallel zur x-ÄJce gerichtet ist. 
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198 Exkura auf das Gebiet der gew. Differential gleichg. 

Nach Newton ist alsdann die Grösse der Kraft, reit 
welcher sict Planet und Sonne anziehen, ausgedrückt 

'i™'' E_k»',° (1) 

Befindet aich der materielle Punkt zur Zeit t im 
Punkt P(xy), dessen ßadiusvektor r = PS mit der 
K-Äxe den "Winkel f macht (Fig. 85), so gelten die 
dynamischen Differentialgleichungen 






-PB = — Rsingi oder 
5 ■ =^- ist 



d=x Mm X 

°^d? = -''-r-^-T' 

d'y_ Mm y 

m^^. ^ r^ ■ r' 

welche nach Division mit m übergehei 



wobei noch die Gleichung besteht 

l- + ,-_r'. (3 

b) Multipliziert man die Gleichungen (2} mit 



) ergieht sich durch Addition 

2x'x"+2y'y"-- — k— s-(2xx'+2yy') oder 
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Planetenbewegnng. 199 

d(x" + y") __ ,^ M d(x' + y') ^^^^ 
dt r" dt 

d(x" + y") = — 2 k M-^. 

nurch. Integration folgt hieraus als erstes Integral 
der Differeatialgleichungea (2) daa Prinzip der 
lebendigen Kraft 

M 
x"4-y"=2k^ — l-r oder (4) 

v'=2k^-l-J^, (4)* 

worin sich die Konstante F durch, die Bedingung er- 
mitteln lasst da«« fiir t = Ox'^=0, j'^^^o) ^^^^o '^'• 
c) Weiden mdereraeits die Gleichungen (2) mit 
— -j, bezu X multipliziert und addiert, Bo folgt 

xy —yx.'^O 
und hieraus durch Integration als zweites Integral das 
Prinzip der Flächen 

xy' — ys' = 2U. (5) 

Da für t=0, x^=^r^ die Geschwindigkeitskorapo- 
nentea x' = 0, y' = v, gegeben sind , so ergieht sich 
hieraus 

r„Y„ = 2U, also U--^^'^-, 
womit U bestimmt ist. 

Die Gleichung (5) taun auch io der Form ge- 
schrieben werden ; 

ifclii_2ü oder i<I±iW^Xt-b'i)_2F. 
dt dt 

Hierin ist bekanntlich durcii s(y-|-dy) — y(x-f-dx) 

das doppelte Flächenstück 2df dargestellt, welches der 
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SftdiuaTektor in der 2Jeit dt beschrieben liat. Daher 
ist auch 9-jf ^f 

^-2XI=de,^_2F. (G) 

Erklärung, Man bezeichnet 

a.ls T"lächengesch windigkeit des Radiusvektors r. 
Daher gilt der 

Satz: Bei der Bewegung eines Planeten 
um die Sonne ist die Flachengeaobwindig- 
keit konstant. 

Ihlrch Integration geht (G) liber in 
f = Ut + C, 
oder da = wird, in 

f=Ut. (7) 

"Wir erhalten somit den 

Satz: Bei derPlanetenbewegungsind die 
Eurüokgelegien Fläch enräume proportional 
der Zeit oder 

Das zweite Keppler'scbe Uesetz: Der 
Radiusvektor heachreiht in gleichen Zeiten 
gleiche Fläohenräume. 

d) Um die Bahnkurve zu bestimmen, multipliziere 
man die Gleichungen (2) mit 2Ü = xy' — yx', dann 






d^ 
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Pianotenbewegung, 
and hieraus durch Integration 



2Ui'=-kHi+B -y 
2Uy' = + kM-^ +A +x 

Annahmen ergiebt sich hieraus B=0, A = r^v„ — kM. 
Werden beide Gleichungen mit den angeschriebenen 

Faktoren multipliziert und addiert, so folgt als weiteres 

integral die Gleichung: 

2ir(iy'-yi')-kHr + A:. oder 
4D' =kMr + Arcos» oder 


' kM+Acos,' W 
die für 

4TI- A 
kM' *^ kM 
die Gestalt erhält j. 



l-ecosg. ' 
und bekanntlich die Gleichung eines Kegelschnitts 
in Polarkoordinaten r, jp darstellt, bezogen auf einen 
Brennpunkt ak Pol. 

Je nachdem e==0, 1, < 1, > 1 ist, ist derselbe 
ein Kreis, eiae Parabel, eiae Ellipse, eine Hyperbel. 
Somit gilt der 

Satz: Bewegt sich ein materiellerP unkt P 
unter dem Einlluss der Anziehung eines 
festen materiellen Centrums 8 nach dem 
Newton'schen Gesetz, bo beschreib t derselbe 
einen Kegelschnitt, in dessen einem Brenn- 
punkt F sich S befindet-. 
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Bei der Planetenbewegung ist die Bahnliaie eine 
Ellipse. Alsdann lässt sich dieser Satz auch aussprechen 
als Erstes Kepplersches Gesetz. Die Pla- 
neten bewegen sich in ElHpsea, in deren 
einem Brennpunkt die Sonne steht. 

Hat diese Ellipse (Pig. 86) die grosse Axe a, die 
kleine Axe b und die lineare Excentricität e, so folgt 
aus (8) für <p^0 und rp = j[ 




4TJ'kM 
' k=M^ — A» 



:^l/^ 



(9) 



4TT 

' Vk'&r— A^ 

und hieraus 

4a = kMb'. 
e) Nach Formel (7) ist 

f =^ U tj also auch 
F = UT, 
wenn F den Inhalt der ganzen Ellipse und T die Ui 
lanfszeit bezeichnet. Es ist also auch 
jtab^UT, 
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woraus folgt 

1 _--^^-_.^^a. 




Für einen anderen Planeten mit dei 


;■ grossen Axe a, 


ist ebenso 




T,^ — T-jTF a,', also auch 




T":T/ = a^:a/. 


(10) 


Hieraus folgt aber das 




Dritte Keppler'sühe Gese 


tz: DieQua- 


drate der ümUnf szei teii zwei 


.er Planeten 


verhalten sich wie die Kuben 


der grossen 


Äxen ihrer Bahnen. 




f) Fuhrt man Polarkoordinaten 




s=rQ0S9J, y = rsiny 





y' = r'siny + ri;osyy' 

xy' — ys' = rV, 
womit die beiden Prinzipien (4) und (5) 
koordinaten die Gestalt erhalten: 

M I 

r" + rV" = 2k- - + r ( 

r>' = 2U j 

Man erhält 
r^r-'^akllr+räP 



-jj- = — l/2kMr-hr=r=r. 
C rdr 
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204 Exkurs auf das Gebiet der gew. Differential gl eichg. 



so mit 



-J^^ 



bW- (13) 

Durch die Gleictung (12) lässt sioli r in Funktion 
der Zeit ausdrücken. Die Gleichung (13) stellt die 
Bahnkurve dar. Damit sind aämtliche Integrale der 
Differentialgleichung (2) ermittelt. 

g) Zieht man im Punkt P des Kegelschnitts, in 
welchem sich der materielle Punkt zur Zeit t befindet, 
die Tangente an die Bahnkurve, deren Neigungswinkel 
gegen die x-Ase & sei, und fällt man vom Pol 8 das 
Lot 8H auf 6 




p ^ r sia (& — (p) und 

s = vcos<p, y = r8in7> 

x'=Vs = VC03fl, y'=Vy=VBil 

daher geht die Gleichung (5) über in 

r V (cos y sin li — sin f cos ^) ^ 2 TT oder i 
* — g>) = 2"D", ■ 



2U 



2U 



, folgt: 
(14) 
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Ee gilt damit der 


Satz: 


Die Gesohwindigkeity, die ein Planet 


zu irgeu 


d eiaer Zeit erreicht, ist umgekehrt 


proporti 


onal mit dem Abstand der Eugen- 


blioklich 


en Bahntangeute von der Sonne. 


Diese 


r Abatand ist am kleinsten zur Zeit des 


Perihela 


und am grössten zur Zeit des Aphels 


(Fig. 86). 


Daher ist auch die Geschwindigkeit der 


Planeten 


am grössten zur Zeit des Perihela und am 


kleinsten : 


sur Zeit des Aphels. 
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6. J. göscben s<iK Uerlagsltandlnng m Ceipzig. 



^i^^ 



boeben beginnt in unsrem Verlage eine neue Publi- 
kation au erstiheinen, die den Namen 

Sammlunfl Schubert 

führt. 

Der ungeahnte Aufschwung, den in den letzton Jahr- 
zehnten Technik und Naturwissenschaften genommen 
haben, hat die naturgemässe Folge gehabt, dass sich von 
Jahr zu Jahr ein lebhafteres Interesse der 

Mathematik 

augewendet hat. Wenngleich für jedes der einzelnen 
Gebiete der Mathematik Lehrbücher genug vorhanden 
sind, so fehlte es doch bisher an einem auf dem heutigen 
Standpunkte der Wissenschaft und der Lehrmethode stehen- 
den Lehrgange der gesamten Mathematik, welcher, ein- 
heitlich angelegt, in systematisch sich ent- 
wickelnden Einzel-Darstellungen alle Gebiete 
der Mathematik umfasete. 

Dieser Umstand bewog uns, die nSammlung Schu- 
bert" ins Leben au rufen, eine Sammlung mathe- 
matischer Lehrbilcher, die erstens wissenschaftlich 
angelegtBlnd,EweitensdenBedürfmssen des Praktikers Rech- 
nung tragen und drittens durch eine 1 e ich tf assliche Dar- 
stellung des Stoffs auch für den Nichlfachmann verständlich 
sind. Die Form der Darstellung ist so gewählt, dass die 
einzelne» Bände in gleicher Weise lÜr den Unterrieht, 
wie für den Selbstunterricht , oder zur Hepetition ge- 
eignet sind. 
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(tat iinb imgettfiBl töieberfijkgfle. 2iie(et gorbetunfl stHäit gn tDcr&e«, 
fyit mt^e\ in meiftetlioffM TBJeift Berpanben. 

iSIätter f. b. 6aqE. @lMmn.-©t))iiltti.: ©woboba, (Bütäi. @t- 
(iSi^te. ©rfion ber 9Iatne unb ha Shif bcä Scrfafferä bürgt bafüt, baß mir 
mi^t ttma blofi sine trocfcneffott^iilalion Boe unä f)0&en, überoU seigen fi(f| 
bic ©puren fclftltanbiBec arteit. 

gjraEt. ©[^ulmaiin: Seifert, ©i^ulprajiS. ffiS toitb in ge. 
btangter Sar^ellung ein rcit^er, ivo^lbn^bai^ler, btn neueften 
pübagogifi^en öeftrebunfleii st^e(t^t roerbcnbcr ^n^alt geSoien unb 
für beuj bei; tiefet einbtingen roiQ, i[t gejorgt buccfj iddjiialtige Sitterotur- 
na^meife. 

geitii^r. f, b. JReQlft^uIiB.: Sä roai; ein Qrüi!ti(fiec ®ebanfe 
bet rührigen SBerlagSliaitblung, bie Sl&jafiung bcä bet ginfÜ^tung in bie 
StrU^ntetif nnb ffllgebrn bienenben :0änb(f)etiS itfui „Sammlung" bc 
^odtgeailteten ^aä)' unb ©cE)UImonne ^xa^. Dr. S^nfiett gu.flbeT-' 
tränen .... 2ler ajerfaffet WuSte bic ©rfimieEigfeiten mit großnit 
®efi^irf äK bemältigtn, inbem er burcfi einen ftceng fiiftematiftften auf 
hau btS nrit^metii^m 8cI)raebaubeS ber gaffungäfraft beS Sufäiwere 
mB3K<i)S Steainuna trug unb babei nnr baä öaupfjäcftlii^e ins aug> 
fape. — ^urmclfanimlung unb dtepetitotrium ber aßitt^cmattl Umi 
¥rnf. ^. »ärOen . . . . ffiie burcd reinen ^rnit unb gcfrtmatfdoB? 
9(uSfiiittunn fitf) ouSpiiSnenbe „iJotmelfamiulung" mirb infolge i^tes 
reiften uiel fettigen On^nlleS, iftret sweifentfprcdienben ätnorbnung unb 
orientierenben (Sneberung alä aiai^fdilagebuti) tjorsüglic^e Sienfte teiften 

©rensboten: 33aä J^vembwott im J>eiitftf|cn Bou Dr. mu 
Sfctniiaul. Sin le^Trelt^cS ^liditein, baS in feinen engen ^änben . . 
eine g'iilfe Bon SpraftbeCc^rang bietet, bie jeben fejfeln mug, ber r« 
einigermaßen ba§ Sebürfniä fü^lt, fä) Ü6et Spracfebinpe SIufRätung ■. 
berfdiQffen. %et aSetfolfer fiat fift (d)»« bnri^ galjlreirfiE DoIfätfimK; 
IBüdljer über bie Sprai^e nnb i^t Beben Betannt gemaifet, et Iiat et: 
ouäge&reitete, fiebere ffeunftiiS bet ©ptac^ tinb 5ßortge!(^i4te, ijat n. 
ÜJulbauet auj biejmt ®ebiete gefammelt unb roeiß feinen ©toff immc 
geittjidt ju gruppieren unb uotjuttagen. . . . 

@taat3anjeiger: 3)ie tRiniiffte Sittetatutscff^i^" ij^ ^"^ 
«etfltiolle Blänjenbe Mtbeit. einfenbec Ijat biejelbe Bon SJnfong 6 ? 
Enbe mit grS&tem ©enuft buri^gele(cn unb botci 9Itt unb läntmitflunB 
be« römifi^en ©ftriftturaä unb bamit btS riSmifdjen iSeifteSIebenl Ü6er- 
ßaupt bc^cr unb grünbli(f)et Oerfteftcit getetnf, olä butct) manilieä Biet« 
iiflubige UniBetrvtäiäfoffeg ober birfteibige §anbbütf|et. 

äKeteototogil^e 3eit|Arift: ^rabert fiat in ber Sßeteo- 
rologie feine fi^lBierige Slufgobe nortrefflii^ gelSft. ^n allen gtagcn 
Bettriff er bm neueren unb legten ©fanbpunft. 

©diroeiieritdjc Se^reräeitung: Bet bie ?|3et|pe(tiBe 
ra ^ttl)becqev unb baä Oteomettifc^e 3ciftnen Bon S9cdet 
■Jt(figef|t, toitb (eine greube baran ^aben. ©o Biet für jo menig Selb 
i>irb moöt !oum onhetämo geboten. ®ie ^Uuftrctionen finb )au6er 
nb ejatt. ®et Sejt ift fnapp unb flot unb anä) ba, ao er mrfir an* 
»^it et als nuSffi ^rt, antegenb, 

&.% -r-"''" ■'."- (ü<>r?«ge§anbfung, ßeip;tg. 
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